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AVERTISSEMENT :

Ce poly est un document en construction, qui contient stirement quelques coquilles voire
erreurs et ne demande qu’a s’améliorer.

Ce poly est incomplet et aride a la lecture seule. Il prend son sens une fois complété par les
explications, les reformulations, les dessins, les lemmes, les preuves, les exemples donnés en
cours, et les exercices traités en TD.

Bref, ce poly n’est qu’un support...

Ce poly est librement inspiré de plusieurs cours préexistants, c¢f notamment [3], [4], [6] qu'on
peut aller voir pour rentrer dans certains détails passés ici sous silence.

Les figures du Chapitre [1| sont fournies par B. Charlier.

Le chapitre [7| sur les sous-variétés est un extrait du cours de S. Raulot [7], merci a lui!
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Chapitre 1

Fonctions de plusieurs variables

Dans ce chapitre on va considérer des fonctions définies sur un ouvert U de R" et & valeurs
dans RP :
f:UCR" —» RP.

Pour “représenter” une fonction de R? dans R (& valeurs réelles), on renvoie aux Figures
et . Pour représenter une fonction de R? dans R? (a valeurs vectorielles ; on parle de
champ de vecteurs), on renvoie a la Figure .

On rappelle qu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Ainsi, sur ’ensemble
de départ R™, on peut choisir la norme définie par

o i= max [a],

ou xz € R" s’écrit x = (x4, ...,Z,), ou la norme définie par

ou toute autre norme, et idem sur ’espace d’arrivée RP.
Notons qu’a toute fonction f: U C R™ — RP, on peut associer ses p fonctions composantes
fi:UCR" = R (avec 1 <1i < p) de fagon a ce que

f(@) = (fi(@), - fpl2)),

pour tout x € U. Remarquons qu’une fonction composante est a valeurs réelles.

Pour une fonction définie sur un ouvert U de R, vous connaissez la notion de dérivabilité
(éventuelle) en un point a € U. En revanche, pour une fonction définie sur un ouvert U de R"
avec n > 2, vous ne connaissez pas pour l'instant de notion de dérivabilité convenable. Afin
de donner un sens a cette notion dans le Chapitre [2 nous allons d’abord dans ce chapitre
apprendre & “dériver dans une direction” les fonctions f: U C R™ — RP.

Avant cela, commencons par quelques courts rappels sur la notion de continuité.

1.1 Continuité

Définition 1.1.1 (Continuité). On considére f : U C R™ — RP et un point a € U. On dit
que f est continue en a si

Ve > 0,3a > 0,Vz e U, ||z —al| < a = ||f(z) — f(a)] < e.

On dit que f est continue sur U si elle est continue en tout point a € U.
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FIGURE 1.1 — A gauche : f(z,y) = 22 +y? (fonction radiale). A droite : f(z,y) = 2% —%>. En
haut : le graphe (paraboloide/selle de cheval). Au milieu : vue de dessus. En bas : les lignes
de niveau.
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FIGURE 1.2 — A gauche : f(z,y) = Sm(ﬁ ”:jjriﬂ) (fonction radiale). A droite : f(z,y) =
z2ty

(23 + y)e‘x2_y2. En haut : le graphe. Au mileu : vue de dessus. En bas : les lignes de niveau.
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FIGURE 1.3 — A gauche le champ de vecteurs f : R? — R? défini par f(z,y) =

%(1@ — y). A droite un champ de vecteurs f : S — R3 défini sur la sphére
T—y

S ={(z,y,2),2%> +y> + 2% =1} de R3.

Vous savez qu’en ajoutant, multipliant, divisant ou composant “proprement” des fonctions

continues on obtient encore une fonction continue. Ainsi f : R? — R définie par f(z,y) =
esin(zy)

w24y 1 o - : :
prouver la continuité ou la non continuité en certains points.

est clairement continue sur R?. Cependant il faut parfois revenir a la définition pour

Exemple 1.1.2. Etudier la continuité de f : R? = R et g : R? = R définies par

o [F sy :{wﬁiﬂ si (z,y) # (0,0)
f(z,y) {O Y si(x,y)Z(O,O)’ 9(x,y) 0 SZ‘(Z‘,?J):(0,0).

1.2 Continuité et linéarité

On rappelle que si E et F sont deux espaces vectoriels normés on note L(FE,F') 'espace
vectoriel des applications linéaires de E' dans F', et L(F, F') I'espace vectoriel des applications
linéaires continues de E dans F.

Proposition 1.2.1. Soit f € L(E, F). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue sur E.

(i

f est continue en Op.
IM = 0,Vz € E, || f(2)][r < M|z|e.

f est bornée sur la boule unité fermée.

)
(4i7)
(iv)
(v) f est bornée sur la sphére unité.
(vi) f est lipschitzienne sur E, cad 3k > 0,¥(z,y) € E2,||f(z) — fW)r < kllz — vl &

On peut faire de L(FE, F') un espace vectoriel normé, grace notamment a la norme triple :
pour f € L(E, F) on pose

If llleermy= suwp  |[f(@)llF
z€E, |lz]| p=1

Notez qu’on peut alors montrer facilement que

1f(@)llF
Il flllze,py= sup ;
zeE,z40g ”:UHE
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mais aussi que
I f e, p=nf{M > 0,Vz € E, || f(z)|r < Ml|z| £},

cad que ||| f |[|z(z,F) est la meilleure des constantes M qui assure Proposition m (4i7).
Notons alors que, par définition,

1f @)l <[l £ Il xllz][z pour tout x € E.

La bonne nouvelle c’est que dés que F est de dimension finie alors toute application linéaire
de F dans F' est continue, c’est a dire que

L(E,F)=L(E,F) siFE est de dimension finie.

Ainsi, toute application linéaire de R™ dans F, en particulier dans RP, est (“gratuitement”)
continue. Plus généralement toute application bilinéaire de R™ x R™ dans RP est continue, et
toute application multilinéaire de R™ x --- x R™ dans RP est continue.

1.3 Dérivées directionnelles et dérivées partielles

Soit une fonction f: I C R — RP ou [ est un intervalle ouvert de R. Soit @ € I. On rappelle
que f est dérivable en a signifie, par définition, que le taux d’accroissement

fla+h) - f(a)
h

admet une limite finie (cad un vecteur de R?) quand h — 0.

Si ceci est vérifié alors on note f/(a) = limy,_ w la dérivée de f en a.

Pour une fonction f : U C R® — RP et un @ € U donné, si on veut construire un taux
d’accroissement, il faut choisir un vecteur v € R™ qui donne la direction dans laquelle on
procéde au taux d’accroissement. On définit ainsi la notion de dérivée directionnelle.

Définition 1.3.1 (Dérivée directionnelle). Soit f : U C R" — RP. Soit a € U. Soit v € R"
(qu’on peut supposer de norme 1). On dit que f admet une dérivée en a suivant le vecteur v

T fath) - fla)
h

Si ceci est vérifié alors on note D, f(a) := limy,_,
vecteur v.

admet une limite finie (cad un vecteur de RP) quand h — 0.

0 f(a%)_f@ la dérivée de f en a suivant le

Dans la suite, on note (eq,--- ,ey,) la base canonique de R™.

Définition 1.3.2 (Dérivée partielle). Soit f : U C R™ — RP. Soit a € U. Si f admet une
dérivée en a suiwant ej, on dit que f admet une dérivée partielle en a par rapport a x; et on

note
of -
%j(a) = D, f(a).

Remarque 1.3.3. Soit f : U C R — RP. Soit a = (a1, ,a,) € U. Pour 1 < j <
n on définit la j-iéme application partielle de f en a comme Uapplication g; définie, sur un
voisinage de a; et a valeurs dans RP, par

g](.ilf) = f(alv"' y Aj—1,T, Qj41, """ 7an)7

cf Figure . Alors f admet une dérivée partielle en a par rapport a x; si et seulement si g;
est dérivable en a; et alors

%(a) = g(ay).
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JM.’..- '.m /1N

FIGURE 1.4 — En haut a gauche : graphe de f(z,y) = Sm(f V:j:rzy?) En haut a droite la premiére
224y

application partielle (de la variable x) définie par g;(x) = f(x,—2). En bas a gauche : graphe
_ sin(y/224y2) < . ‘s . . . .
de f(z,y) = e En bas a droite la deuxiéme application partielle (de la variable y)

définie par g2(y) = f(6,y).
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Ainsi “pour dériver partiellement par rapport & une variable, on fait comme si toutes les autres
variables étaient des constantes”...

Définition 1.3.4 (Matrice jacobienne, Jacobien). Soit f : U C R®™ — RP. Soit a € U.
Si f admet une dérivée partielle en a par rapport a tous les x; (1 < j < n) alors il en
va de méme pour toutes les applications composantes f; (1 < i < p). On appelle alors
matrice jacobienne de f en a la matrice notée D f(a) de taille (p,n) définie par

o Shfa) ... 2L (a)
Df(a) := (3:62 (a)) = : : € Mpn(R).
1<i<p,1<j<n of, of
a—z’l’(a) ......... ﬁ(a)

Lorsque p = n la matrice jacobienne de f en a (lorsqu’elle existe) est carrée et son déter-

D). ()

manant s’appelle le jacobien de f en a. On le note Jacs(a) ou Do)

D(fla"' 7fn)

D(z1,--+ ,an

Jacy(a) = (a) := Det Df(a).

Exemple 1.3.5. On donne f : R® — R? définie par f(x,y,z) = (2® + ye*, 2y + y?). Ecrire
la matrice jacobienne en un point (z,y,z).

Exemple 1.3.6. On donne f :]0,+00[x]0,2r[— R? définie par f(r,0) = (rcos®,rsinf).
Calculer le jacobien en un point (r,6).

Définition 1.3.7 (Gradient). Soit f : U C R™ — R admettant une dérivée partielle en a € U
par rapport a tous les z; (1 < j < n). Alors la matrice jacobienne de f en a est de taille
(1,n), cad un vecteur ligne. La transposée de ce vecteur ligne est un vecteur colonne appelé

gradient de f en a et noté V f(a), ou Grad,f. On a donc

)
anl(a)

Vf(a) = :
2 (@)

OTn

Exemple 1.3.8. On donne f : R® — R définie par f(z,y,z) = 2* + y>z. Ecrire le gradient
de f en un point (z,y, z).

1.4 Exercices

Exercice 1.4.1. Représenter dans R? les ensembles de définition des fonctions définies par

fl(x7y) - 1H(2JJ +y— 2)7

fo(z,y) = /1 -y

1
1(2,Y) = ————— + 4 — 22 — 92
fa(z,y) e 1 V y

Exercice 1.4.2. Représenter dans R? les lignes de niveau k (c’est-a-dire les solutions de
Uéquation f(x,y) = k) des fonctions définies par

filz,y) =22—9? aveck=-1,k=0,k=1,

4 4
fa(zy) =gy  aveck=2.
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Exercice 1.4.3. On se donne f, g et h définies sur R?, a valeurs dans R, définies par

fla,y) =2 + ¢,

9(z,y) = zy,
$2 -
ha,y) = 4 =F (z,y) # (0,0),
’ 0 sinon.

1. Représenter dans R? quelques lignes de niveau de ces fonctions.
2. Donner lallure du graphe de f et g au voisinage de (0,0).

3. Donner lallure du graphe de h au voisinage de (0,0).

4. La fonction h est-elle continue en (0,0) ¢

Exercice 1.4.4. Dans les cas suivants, la fonction f définie sur R?\ {(0,0)} admet elle une
limite en (0,0) ?

1. f(z,y) = (x 4+ y)sin (ﬁ)
2 .2

2' f('ivﬂy) = §2+ZQ'

5. flx,y) = 5.

_ (P41 sin@@?)sing?)
o ) = (2 g, L ),

Exercice 1.4.5. Soit f : R?\ {(0,0)} — R définie par

322 + 2y

flry) = -
/332 _|_y2
1. Montrer que 2|xy| < x% + y? pour tous réels x et y.
2. Montrer que, pour tout (x,y) # (0,0),
[/ (2, y)| < 4ll(z, )2,
ot ||(z,y)|l2 = V&% + y2. En déduire que f admet une limite en (0,0).

Exercice 1.4.6. Soit f : R? = R définie par

cosy si—IS<y<Zetx>0,
f(lxy):{ 2 2
0 sinon.

1. Dessiner son graphe.

2. Préciser les points ot f est continue et ceuxr ot f est discontinue.

Exercice 1.4.7. Soit f : U C R™ — RP. On peut écrire f(x) = (fi(x), -, fp(z)) ou les
fi : U — R sont les p fonctions composantes. Soit a € U. Montrer que f est continue en a si
et seulement si toutes les f; (1 <i <p) sont continues en a.

Exercice 1.4.8. Soit f : R> — R. Poury € R fizé, on définit la premicre application partielle
eny par gy : v € R— f(x,y). Pour x € R fizé, on définit la deuxiéme application partielle
en x par g :y € R— f(x,y). Montrer que

f continue sur R? = pour tout y, g, continue sur R et pour tout x, g, continue sur R.

A laide de la fonction g de exercice[I.1.5, montrer que la réciproque est fausse.
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Exercice 1.4.9. Déterminer les matrices jacobiennes, et le jacobien s’il existe, des applica-
tions suivantes :

1. f:R? — R définie par f(x,y) = zcos(y — x).
2. g: R — R3 définie par g(t) = (cost,sint,t).
3. h:R? — R? définie par h(x,y) = (zy, e cosy).

Exercice 1.4.10. On donne f : R™ — R définie par f(z) = ||z||2. Calculer, lorsqu’il existe,
Vf(a) le gradient de f en a € R™.

Exercice 1.4.11. On donne f : R? = R définie par

2
f(a:,y):{gﬁ sixz #0,

0 stnon.

On se donne une direction unitaire e = (cos6,sinf). Montrer que, pour tout 6 € R, la dérivée
directionnelle D f(0,0) existe et la calculer. Montrer aussi que f n’est pas continue en (0,0).



Chapitre 2
Différentiabilité

Dans tout ce chapitre F, F' et G désignent des R espaces vectoriels normés de dimension finie,
par exemple R™, ou M, (R) 'ensemble des matrices carrées réelles de taille n. On désignera
par U un ouvert de E et U’ un ouvert de F. On va considérer des fonctions f

f:UCE=F,

et g:U CF—G.

2.1 Définition et premiers exemples

On se donne un point a € U et on veut étudier f au voisinage de ce a. On sait déja ce que
signifie “ f continue en a” :

f continue en a <= f(a+ h) = f(a) + o(1) quand h — Og.

On voudrait mieux contrdler le o(1)... On se souvient que, pour une fonction de la variable
réelle f: U CR — F,

f dérivable en a <— il existe un vecteur de F noté f'(a) tel que
fla+h)= f(a)+ hf'(a) + o(h) quand h — Og.

Théoréme-Definition 2.1.1 (Différentiabilité). Soit f : U C E — F. Soit a € U. On dit
que [ est différentiable en a s’il existe une application linéaire continue de E dans F, notée
dfa ou df(a), telle que

fla+h) = f(a)+ dfs (h)+o(h) quand h — Og.
~
cL(E,F)

En cas d’existence une telle application linéaire continue df, est unique. On dit alors que
Uapplication linéaire df, est tangente a f en a.

Exemple 2.1.2. Si E = R alors on est face a une fonction de la variable réelle et il serait bon
que la notion de dérivabilité en a coincide avec celle de différentiabilité en a. C’est bien le cas :
f est dérivable en a si et seulement si f est différentiable en a et, dans ce cas l’application
linéaire df, : U C R — F est définie par

Vh € U,df,(h) = hf'(a).
Dans la suite, Uapplication linéaire df, sera également notée f'(a).

11
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Exemple 2.1.3. Si f € L(E, F) est déja une application linéaire alors elle est différentiable
en tout a € E et dfy = [ (ou f'(a) = f).

Exemple 2.1.4. Si B: E x E — F est une application bilinéaire alors B est différentiable
en tout point (x,y) € E? et dB(, ) = B'(z,y) € L(E* F) est donnée par

V(h1,h2) € E*,dB, ) (h1, ha) = B'(z,y)((h1, ha)) = B(x, ha) + B(ha,y).
Proposition 2.1.5 (Diff. implique continuité). Soit f : U C E — F. Soit a € U. Alors
f différentiable en a = f continue en a.

On fait maintenant le lien avec le chapitre [1| sur les fonctions de R™ dans RP.

Proposition 2.1.6 (Diff. implique dérivées directionnelles et donc dérivées partielles). Soit
f:U CR™ — RP différentiable en a € U. Alors, pour toute direction v € R™ (de norme 1),
f admet une dérivée en a suivant le vecteur v donnée par

Dfuf(a) = dfa(v)'

En particulier, toutes les dérivées partielles gﬂ{; (a) (1 < i < p, 1< j < n) existent et
df, € L(R™,RP) est donnée par

dfa(h) = D f(a)h.
Autrement dit la matrice de 'application lincaire df, dans les bases canoniques de R™ et RP
n’est autre que la matrice jacobienne de f en a.
En particulier, pour p = 1 (fonctions a valeurs réelles), df, est un forme linéaire sur R™
qut s’écrit via le produit scalaire dans R™ avec le vecteur gradient :

dfalh) = (Grada f, h) Z 52, (2.1)

et donc .
fla+h) = f(a) + (Gradyf,h) + o(h) quand h — 0.

ATTENTION, la réciproque est fausse : I'existence de toutes les dérivées partielles ne suffit
pas a assurer la différentiabilité, cf Exercices et

2.2 Opérations sur les différentielles

Sans surprise, si f et g sont différentiables en a alors toute combinaison linéaire Af + ug est
différentiable en a et

AN f + pg)a = Adfa + pdga.

Bref, tout comme la dérivation, la différentiation est une opération linéaire.

Théoréme 2.2.1 (Composition). Soit g : U C E — F et f : U C F — G. On suppose
g(U) C U'. Sig est différentiable en a € U et f est différentiable en g(a) € U’ alors f o g est
différentiable en a et

d(f © g)a = dfg(a) © dga,

qu’on pourra préférer écm'relﬂ

(f 2 9)(a) = f'(g(a)) o g'(a). (2.2)
1. souvenons nous que, pour des fonctions de R dans R, (fog)'(a) = f'(g(a))g’(a) qui est une égalité entre

nombres impliquant un produit, et observons que (2.2) est une égalité entre applications linéaires impliquant
une composition.
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Notation différentielle : il est trés commode de noter df 'image par ’application linéaire
f'(z) d’un vecteur arbitraire noté dz, et donc
df = f'(z) dx .
(z) dz,
€F  eL(B,F) €F
Par exemple, pour f: R" — R, I'égalité ([2.1]) s’écrit

of of

ce qui ne signifie pas autre chose que
_of of
dfa(h1, ..., hy) = 6$1(a)h1 4+ -+ pr. (a)hn,.

Cette notation est un peu “dangereuse” mais permet de calculer relativement aisément cer-
taines différentielles et dérivées partielles...

Exemple 2.2.2. Calculer, lorsqu’elle existe, la différentielle de f : R™ — R définie par

f(@) = llzllz = V{z, @),
puis retrouver le gradient calculé o ’Fxercice|1.4.10
En combinant le Théoréme et la Proposition [2.1.6] on comprend que la matrice jaco-
bienne d’une composition est le produit des matrices jacobiennes (sous hypothése de différen-
tiabilité bien sir).
Corollaire 2.2.3. Soit U un ouvert de R™, U" un ouvert de R, g : U C R" — U’ C RP

différentiable en a € U, f : U C RP — R? différentiable en g(a) € U'. Alors f o g est
différentiable en a et

D(fog)(a) = Df(g(a))Dg(a),

ce qui domne accés aux dérivées partielles de fo g :

AL () = 37 2 g0y D% ),

= 1<i<g¢l<j<n. (2.3)
(91’]‘ —1 8yk 8xj
Exercice 2.2.4. On se donne f : R? = R différentiable sur R?. On définit F : R> — R par
U+v u—v
F = .
wo =1 (55 5)

Calculer les dérivées partielles de F' en fonction de celles de f. En déduire la résolution de
léquation auz dérivées partielles (ot la fonction inconnue f est supposée différentiable sur

RQ)
%(x,y) + gz(az,y) — 0, ¥(z,y) € R

Exercice 2.2.5. On se donne f : R> — R différentiable sur R> et x : R - R, y : R = R
dérivables sur R. On définit F': R — R par
B(t) := f (x(t), y(t)) .-
Calculer la dérivée de F' en fonctions des dérivées partielles de f et des dérivées de x et y.
Application au “passage en polaires” : on se donne f : R? — R différentiable et ¢ :
R\ {0} x R — R? définie par o(r,6) = (rcos@,rsind). On définit F: R\ {0} x R — R par
F(r,0) = fop(r,0).
Calculer les dérivées partielles de F' grace a (12.3)), puis gréace a la notation différentielle. Notons

que le jacobien de I'application “polaires vers cartésiennes” (r,6) — (rcos,rsin€) s’annule
en 7 = 0. On en reparlera au Chapitre [4]..
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2.3 Inégalité des accroissements finis et applications

L’égalité des accroissements finis pour les fonctions de R dans R se généralise facilement aux
fonctions de E dans R, cf Exercice[2.4:21] En revanche pour les fonctions a valeurs vectorielles,
il n’y a pas d’égalité des accroissements finis.

Exemple 2.3.1. La fonction f : R — R? définie par f(t) = (cost,sint) ne vérifie pas ’égalité
des accroissements finis.

Heureusement, I'inégalité des accroissements finis reste vraie pour les fonctions de la variable
réelle a valeurs vectorielles (cf semestres précédents). On en déduit alors assez facilement
I'inégalité des accroissements finis pour les fonctions de E dans F'.

Théoréme 2.3.2 (Inégalité des accroissements finis). Soit f : U C E — F continue. Soit
[a,b] un segment inclus dans U. On suppose f différentiable sur le segment ouvert |a, b et

M = sup ||| f'(a+t(b—a)) |||< +oo.
0<t<1
Alors

1f(b) = f(a)llr < M|[b—al&.

On a vu a la Proposition [2.1.6] que, pour des fonctions de R™ dans RP, “différentiabilité
implique dérivées partielles” mais que la réciproque est fausse (cf Exercice . Néanmoins
si on ajoute la continuité des dérivées partielles on a bien que “dérivées partielles continues
implique différentiabilité”, ce qui est bien pratique car il est plus agréable de calculer des
dérivées partielles que de différentier... Notons que la preuve du théoréme ci-dessous utilise
I'inégalité des accroissements finis d’ou sa présence dans cette section !

Théoréme 2.3.3 (Dérivées partielles continues implique diff.). Soit f : U C R™ — RP. Soit
a € U. On suppose que toutes les dérivées partielles de f existent au voisinage de a et sont
continues en a. Alors [ est différentiable en a et

dfa(h) = Df(a)h  pour h € R™.

En particulier, pour p =1 (fonctions a valeurs réelles), on a

dfa(h) = Z gjj(a)hj pour h € R"™.

j=1
Corollaire-Definition 2.3.4 (Classe C1). Soit f : U C R"® — RP. Les assertions suivantes
sont équivalentes :
(1) f est différentiable sur U et a € U — df, € L(R™,RP) est continue sur U
(7i) toutes les dérivées partielles de f existent et sont continues sur U.

Si elles sont satisfaites alors on dit que f est de classe C* sur U.

Corollaire 2.3.5. Soit f : U C R™ — RP différentiable sur U supposé convexe. Alors f est
constante sur U si et seulement st la différentielle df est nulle.
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2.4 Exercices

Différentielles et dérivées partielles

Exercice 2.4.1. On reprend la fonction g de I’Exemple . Montrer que %(07 0) et g—Z(O, 0)
existent. Montrer que f n’est pas différentiable en (0,0). Que dit cet exercice sur la Proposition
2.1.0°¢

Exercice 2.4.2. On donne f : R?> — R définie par

234222 y+3y°3 . 0.0
fla,y) = { 22 +y2 si (z,y) # (0,0)

0 51m.0m.
Montrer que f est continue en (0,0), que les dérivées partielles %(0,0) et %(0,0) existent,
et que f n'est pas différentiable en (0,0).

Exercice 2.4.3. On donne f : R* — R? définie par

ft) = <Sitm,62t,t> .

Montrer qu’on peut prolonger f par continuité en 0 et que f devient alors différentiable en 0.
Que vaut dfy ?

Exercice 2.4.4. On donne f : R* — R3 définie par

int
£(t) = (Sl?,ezt,tln]tl) .

Montrer qu’on peut prolonger f par continuité en 0 et étudier alors la différentiabilité de f
en 0.

Exercice 2.4.5. Soit f : R? = R la fonction définie par
f(z,y) = 2* — 2zy + 3y.
1. La fonction f admet-elle des dérivées directionnelles en tout point de R? suivant tous

les vecteurs ¢

2. Soit u = (a,b) un vecteur non nul de R?. Calculer, a 'aide de la définition, Dy f(1,2)
la dérivée directionnelle de f au point (1,2) suivant u.

3. En déduire df 1 9) la différentielle de f en (1,2).
4. En déduire les dérivées partielles %(1, 2) et %(1’ 2).

Exercice 2.4.6. Calculer la différentielle de f au point (a,b) dans les cas suivants.
1. f(z,y) = 2/y, (a,b) = (1,4).
2 fay) =%, (ab)=(6.3).
3. f(z,y) = sin(z + 2y), (a,b) = (m,0).
4. flmy)=va+er,  (a,b)=(1,0).
Exercice 2.4.7. Pour les quatre fonctions f, g ,h, u de R? dans R définies ci-dessous :

1. En quels points la fonction est elle continue ¢

2. Calculer les dérivées partielles aux points ot elles existent.
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3. En quels points la fonction admet elle des dérivées directionnelles suivant tout vecteur ?

4. En quels points la fonction est-elle différentiable ¢

0 sinon. 0 sSinon.

fla) = | Vo TENEOO ‘{w si (.) # (0.0)

h.y) = {+ i@y #00 {+ si (a,9) # (0,0)

0 stnon. 0 sinon.

Pour u, on pourra considérer la restriction de u & la parabole d’équation y = 2.

Exercice 2.4.8. Trouver les f : R?\ {(0,0)} — R de classe C! telles que

of of

w5, @) ~ug(@y) =0, V(wy)e R\ {(0,0)}.

On pourra “passer en polaires”.

Calculs de différentielles

Exercice 2.4.9. On donne f : A € M,(R) — A% € M, (R). Montrer que f est différentiable
en tout A € My, (R) et déterminer df .

Exercice 2.4.10. Montrer que l’application f : My(R) — M, (R) définie par f(A) = 'AA
est différentiable en tout A € My, (R) et déterminer df .

Exercice 2.4.11 (Forme bilinéaire.). Soit M = (CCL Z) une matrice réelle. Soit l'application

f:R?xR?® >R
(U, V)= tUMV
ot les éléments de R? sont écrits en colonne. On note (e1, e2) la base canonique de R?. Montrer
que f est différentiable, et calculer df c, (€2, e2).
Exercice 2.4.12. On considére f : GLp(R) C My (R) — M, (R) définie par f(A) = A~L.
1. Montrer que GL,(R) est un ouvert de M,,(R).

2. Sur M,(R), on considére une norme || -|| qui vérifie ||AB| < ||A|| x || B (¢a existe ?...).
Montrer que si |H|| <1 alors I, — H € GLp(R) et

+oo
(In—H)'=> H"
k=0

3. Montrer que f est différentiable en I,, et préciser df, .
4. Montrer que f est différentiable en tout A € GL,(R) et préciser df 4.

Exercice 2.4.13. On considére f : R3 — R différentiable sur R. On définit g : R? — R par

2 2 2 2)'

g(x,y,z):f(a: _y27y2_2 2 — X

Montrer que g est différentiable sur R® et que, pour tout t € R,

dg dg dg B
8x(lt,zt,t) + 8y(t,t,t) + 35 (t,t,t) = 0.
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Exercice 2.4.14. Soit f : R? — R une fonction différentiable sur R?. On définit des fonctions
g:R>? >Reth:R—R par

g($7y) :f(yal'% h(l‘) :f(l', _x)'

Montrer que g et h sont différentiables, et déterminer leurs différentielles en fonction des
dérivées partielles de f.

Exercice 2.4.15. Soit f : R™\ {Orn} — R définie par

1
flx) = —,
]l2
ou || - ||2 désigne la norme euclidienne. Montrer que f est différentiable, et déterminer sa

différentielle.

Exercice 2.4.16 (Différentiabilité des applications homogenes.). Soit A € R. On dit qu’une
application g : R™ \ {Orn } — RP est positivement homogéne de degré X si

g(tx) =t g(z) pour tout x € R™\ {0}, tout t > 0.

1. Soit f:R"™ — RP une application différentiable en 0, telle que firn\ {0y est positivement
homogeéne de degré 1. Montrer que f(0) =0, puis que f est linéaire.

2. Une norme sur R™, vue comme application R™ — R, peut-elle étre différentiable a
lorigine ¢

Exercice 2.4.17 (Identité d’Euler pour les applications homogenes.). Soit f : R"\{Ogn} — R
une fonction différentiable. Montrer que f est homogéne de degré A > 0 si et seulement si

Ve e R"\ {0}, dfs(z) = Af(x).

Fonctions de classes C'"

Exercice 2.4.18. Montrer que les deuz fonctions f et g suivantes sont de classe C* sur R?.

2L si(n.y) #(0,0)
x, — ) z*+y
fz:9) {o si (z,9) = (0,0).

T siny szy;éO
g(cv,y)z{ v .
T sty =0.

Exercice 2.4.19. Déterminer toutes les fonctions f : R — R de classe C' qui vérifient

of of

el a5 _ 4 4
xax(x,y)way(m,y) zt 4 2y°.

Pour cela on pourra, pour un (xo,yo) fizé, considérer la fonction ¢ : [0,1] — R définie par

o(t) = f(tzo,tyo)-

Exercice 2.4.20. Soit f : M,(R) — R Uapplication déterminant définie par f(M) = det M.
1. Montrer que f est de classe C*° sur M, (R).

2. On note E;j la matrice de My (R) dont tous les coefficients sont 0, sauf en position (i, j)
ot le coefficient est 1. Pour A € M, (R), calculer daT{](A), en s’aidant du développement
du déterminant suivant une ligne (ou une colonne).

3. Montrer que dfs(H) = Tr(*Com(A)H).
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Accroissements finis

Exercice 2.4.21. Soit f : U C R™ — R une fonction différentiable définie sur un ouvert U
de R™. Soit a et b deuz points de U tels que [a,b] C U. Montrer [’égalité des accroissements

finis :
3 la, b, £(b) — fla) = df(b— a).

Pour cela, on se raménera a une fonction de la variable réelle.

Exercice 2.4.22. On considére Uapplication f : R?> — R? définie par

fo,y) = <sin(x +y) cos(z — y)> |

2 ’ 2

Montrer que, si on munit R? de la norme || - ||2, f est contractante (cad k-lipschitzienne avec
0 <k <1). En déduire qu’il existe un unique (z9,v0) € R? tel que f(wo,y0) = (z0,%0)-
Que se serait-il passé si on avait choisi la norme || - || ou la norme || - ||1 ?

Exercice 2.4.23 (Fonction convexe). Soit f : U — R une fonction définie sur un ouvert
convexe U de R™. On dit que f est conveze si

FIA =Nz +Xy) < (1= N f(2) +Af(y), V(z,y) € U VA€0,1].
Montrer que, si f est différentiable sur U, alors elle est convexe si et seulement si elle vérifie
fy) — f(x) > dfe(y — x) pour tout (x,y) € U?.

Exercice 2.4.24 (Longueur d’une courbe). On munit R" d’une norme notée || - ||. Soit y :
[0,1] — R™ une courbe paramétrée de classe C'. Une subdivision o de [0,1] est la donnée de
k+1 réels to, t1,...,t, (k> 1) tels que

On écrit o = (to,...,tx). A une telle subdivision est associée une ligne brisée dans R™, dont
la longueur est
k—1
L(o) =Y |[y(tir1) — ()]
i=0
On appelle longueur de ~ le nombre L := sup L(o), ot la borne supérieure est prise sur

Uensemble de toutes les subdivisions o de [0,1].

1. Soient x,y € R™ quelconques. Quelle est la longueur de la courbe v : [0,1] — R™ définie
par y(t) = (1 —t)x +ty ?

2. Montrer que toute courbe de classe C' est de longueur finie. Montrer qu’un segment de
droite est le plus court chemin pour aller d’un point de R™ & un autre.

3. Soit € > 0. Montrer qu’il existe un r > 0 tel que,
V(s,t) € [0, 1%, |t —s| < 7 == [Iy(t) = v(s) = (t = )7 (s)[| < eft —s].
4. Bn déduire que L= [ |7/ (t)]|dt.

Exercice 2.4.25. Montrer que si f: U C R™ — RP est différentiable sur un ouvert U de R™
et siy:[0,1] = R™ est une courbe paramétrée de classe C* vérifiant v([0,1]) C U, alors sa
longueur L(vy) vérifie

1F(v(1) = F(yO)I < L() Sup. I dfyey 1] -



Chapitre 3

Différentielles d’ordre supérieur

Dans tout ce chapitre E et F' désignent des R espaces vectoriels normés de dimension finie,
par exemple R™, ou M,,(R) I'ensemble des matrices carrées réelles de taille n. On désignera
par U un ouvert de E. On va considérer des fonctions f

f:UCE—F

3.1 Différentielle seconde
Prenons f: U C E — F différentiable sur U. On dispose donc de 'application

df :UCFE — L(E,F)
T > dfy.

L’ensemble des applications linéaires continues £(E, F') étant lui méme un espace vectoriel de
dimension finie, on peut se demander si, pour un a € U fixé, I'application df est différentiable
au point a. Si oui, on dira que f est deux fois différentiable en a. Si ceci est vrai pour tout
a € U alors on dira que f est deux fois différentiable sur U.

De quels objets parlons nous?... Si f : U C E — F est deux fois différentiable en a € U
alors

[d(df)la € L(E, L(E, F)).

Ainsi, pour h € E, [d(df)].(h) € L(E,F). Ainsi pour k € E, {[d(df)]a(h)}(k) € F. Clest
horrible... On va donc systématiquement confondre [d(df)], avec I'application bilinéaire de
E x E dans F notée d?f,, ou d*f(a), et définie par

d?f(a)(h, k) == {[d(df)]a(R)}(k), pour tout (h,k) € E% (3.1)
On peut alors montrerE] que, en plus d’étre bilinéaire, d?f(a) est également symétrique, c’est

a dire
d?f(a)(h,k) = d*f(a)(k,h), pour tout (h,k) € E>. (3.2)

Evidemment, si f : U C E — F est deux fois différentiable sur U et si
€U d*f(x) € BIL(E x E, F)

est continue sur U, on dira que f est de classe C? sur U.

1. cela utilise les accroissements finis et n’a rien d’évident !

19
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Exemple 3.1.1. Pour f: R — F, f est deux fois différentiable en a si et seulement si f est
deuzx fois dérivable en a et on a

Y(h, k) € R?, d*f(a)(h, k) = hkf"(a).

Exemple 3.1.2. Si f : E — F est linéaire alors f est deux fois différentiable sur E et pour
tout x € E, d*f(x) = Opzr(pxp,r), cad d*f(x)(h, k) = Op pour tout (h, k) € E?.

Exemple 3.1.3. On reprend f : A € M, (R) — A2 € M, (R) de I'Ezercire [2.4.9 Que vaut
A’ f(A)(H,K) ?

Exemple 3.1.4. Si B : E x E — F est une application bilinéaire alors B est deux fois
différentiable en tout point (z,y) € E? et

d’B(z,y)((h1, ha), (k1, k2)) = B(k1, hy) + B(hy, ko).

En particulier, d>B(z,y) ne dépend pas de (x,y) et donc d*B est constante.

3.2 Dérivées partielles d’ordre 2, Schwartz, Matrice hessienne

Dans cette section, on considére des f : U C R™ — R a valeurs réelles.

Si f est C' sur U alors on sait que, pour tout 1 < i < n, application % existe et est
continue sur U. Si g—i admet une dérivée partielle par rapport en x; en a € U, alors
o (of o*f
— a se note a),

et on parle de dérivée partielle d’ordre 2.

Exemple 3.2.1. Calculer toutes les dérivées partielles d’ordre 2 de f définie sur R? par
flz,y) = 2%y +e™ +y.

De méme que la Proposition [2.1.6| nous disait que, en cas d’existence, la différentielle s’écrit
4 l'aide des dérivées partielles d’ordre 1, le résultat suivant nous dit que, en cas d’existence,
la différentielle seconde s’écrit a ’aide des dérivées partielles d’ordre 2.

Proposition 3.2.2 (Diff. seconde implique dérivées partielles d’ordre 2). Soit f : U C R™ —
R différentiable sur U et deuz fois différentiable en a € U. Alors toutes les dérivées partielles
d’ordre 2 de f en a existent et, d’f, est donnée par

o0 f
6%183} 5

& f(a)(h, k) =

1,j=1

(a)hik‘j, V(h, k‘) € R™ x R"™. (3.3)

ATTENTION, la réciproque est fausse : I’existence de toutes les dérivées partielles d’ordre
2 ne suffit pas a assurer la différentiabilité d’ordre 2, cf FExercice [3.6.1

De la symétrie de d2f(a) et de la Proposition on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.3 (“Théoréme de Schwartz”). Soit f : U C R" — R différentiable sur U
et deux fois différentiable en a € U. Alors toutes les dérivées partielles d’ordre 2 de f en a
existent et, pour tout 1 < 1,5 < n,

0% f B 0*f )
8301890]- “= (9.%]8.%'1 @
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Le résultat ci-dessus est un simple corollaire. Le “vrai” théoréme de Schwartz conclut éga-
lement que “les dérivées partielles commutent”, mais sous des hypothéses plus faibles portant
sur les dérives partielles et non sur la différentiabilité seconde.

On remarque que la formule (3.3]) s’écrit
d?f(a)(h, k) = (h, D*f(a)k) = 'hD*f(a)k, V(h,k) € R" x R, (3.4)

ol la matrice carrée

2 2
y Grla) Tt (a)
D2f(0)i= (50 - | ermam
J= 1<i<n,1<j<n 2 2
’ god—(a) ... ()

(3.5)
s’appelle la matrice hessienne de f en a, parfois aussi notée Hessf(a).
Ainsi, sous les hypothése de la Proposition@, la matrice hessienne D? f(a) est symétrique
réelle, et n’est autre que la matrice de la forme bilinéaire symétrique d?f, par rapport a la
base canonique de R".

Théoréme 3.2.4 (Classe C?). Soit f : U C R™ — R. Alors f est de classe C? sur U si
et seulement si toutes les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a 2 existent et sont
continues sur U. Dans ce cas, les “dérivées partielles commutent”.

3.3 Taylor-Young a 'ordre 2 et extrema

Dans cette section, on considére des f : U C R™ — R a valeurs réelles.
La formule de Taylor-Young permet d’approcher localement une fonction.
Théoréme 3.3.1 (Taylor-Young a l'odre 2 pour f a valeurs réelles). Soit f: U C R" — R,

différentiable sur U et deux fois différentiable en a € U. Alors il existe un voisinage V de 0
et une fonction € : V. C R" — R satisfaisant

}lLiLr(l) e(h) =0,
tels que, pour tout h € V,
fla+h) = f(a)+dfa(h) + 1dea(f% h) + HhHQE(h) (3.6)
2
+Zhaxl Zhh]8 (@) +IhIPe(h)

lj_

= f(a) + (Gruda f, ) + §<h, D?f(a)h) +[|h|*e(h).
N———

partie linéaire

partie quadratique

Applications a la recherche d’extrema

Commencons par une fonction de la variable réelle f : U C R — R qu’on suppose “assez
réguliére”. Si f admet un extremum local en a € U alors on sait que f'(a) = 0, qui est donc
une condition nécessaire d’extremum. Réciproquement si a € U est tel que f/(a) = 0 (on parle
de point critique) alors la formule de Taylor-Young nous dit que

1. si f”’(a) > 0 alors f a un minimum local en a.
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2. si f”(a) < 0 alors f a un maximum local en a.
En revanche si f”(a) = 0 alors “tout est possible” : pas d’extremum local ou maximum local
ou minimum local en a.

Exemple 3.3.2. Avec x — x, x — 22, x — —22, x — 23, x — z*, on comprend tout...

Pour les fonctions f : U C R™ — R “assez réguliére”, la condition de point critique devient
dfa = Og(grn r) soit encore Grad, f = Ogn soit encore %(a} =...= % = 0. Réciproquement
si a € U est un point critique alors la formule de Taylor-Young nous dit que

1. si la matrice hessienne D?f(a) est définie positive alors f a un minimum local en a (cf
paraboloide Figure gauche).

2. si la matrice hessienne D?f(a) est définie négative alors f a un maximum local en a.

3. si la matrice hessienne D? f(a) n’est ni positive ni négative alors f n’a pas d’extremum
en a. On dit que f admet un point selle en a (cf selle de cheval Figure droite).

Noter que dans le cas ott D?f(a) est positive (resp. négative) mais pas définie positive (resp.

pas définie négative), “tout peut arriver”.

Exemple 3.3.3. Avec (z,y) — x+92, (z,y) — 22 +92, (2,y) = —22 — 9%, (z,y) — 2% — 2,
(IL“, y) — 22 + y4, (:1:, y) — x? — y4, on comprend tout...

Exemple 3.3.4. On donne f : R? — R définie par f(x,y,z) = zve¥ + ye® + ze®. Montrer que
le point critique (—1,—1,—1) est un point selle.

Pour n = 2 (fonctions de deux variables), D?f(a) est une matrice symétrique réelle de
taille 2 et il est facile de tester si elle est définie positive, ou définie négative, ou ni positive ni
négative. On peut retenir la méthodologie suivante.

Corollaire 3.3.5 (Recherche d’extrema pour fonction de 2 variables). Soit f: U C R? — R
différentiable sur U et (zo,yo) € U un point critique de f, c’est a dire

0 0
a*i(ﬂ?myo) = 8‘;(960,%) =0.

Supposons f deux fois différentiable en (xo,yo). Alors le déterminant de la matrice hessienne
D?f(x0,v0) (qu’on appelle le Hessien de f en (xq,y0)) et la trace de la matrice hessienne
D?f(x0,v0) disent “beaucoup”.. Précisément :

1. Si DET D?f(z0,v0) > 0 et TR D?f(z0,y0) > 0 alors f a un minimum local en (x9, o).
2. Si DET D?f(xg,10) > 0 et TR D?f(z0,y0) < 0 alors f a un mazimum local en (xq,yo).
8. Si DET D?f(x0,90) < 0 alors f admet un point selle en a.

Evidemment pour le cas dégénéré DET D? f(z¢,yo) = 0, il n’y a pas de conclusion définitive.

Exemple 3.3.6. Déterminer les extrema de f : R? — R définie par f(x,y) = 223 —6xy+3y>.

3.4 Formule de Taylor intégral a ’ordre 2

La formule de Taylor intégral est une formule ezacte et globale. Elle réclame des hypothéses
plus fortes que celles qui permettent d’obtenir la formule locale de Taylor-Young.
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Théoréme 3.4.1 (Taylor intégral a 'odre 2 pour f a valeurs réelles). Soit f: U C R" — R,
de classe C% sur U. Soit un segment [a,a + h] C U. Alors

1
flat ) = F(@) +dfa() + [ (1= O fusun () (3.7)
82f
+§:ha% %%hh(/ 1—@8%&wm+¢mﬁ.

Sous I’hypothése “classe C27 (plus forte que les hypothéses du Théoréme [3.3.1)), grace a
Taylor intégral ci-dessus on retrouve la formule de Taylor-Young du Théoréme [3.3.1

3.5 Différentielles d’ordre supérieur

En Section on a défini la différentielle seconde. Il n’y a aucune raison de s’arréter en si
bon chemin : prenons f : U C E — F deux fois différentiable sur U. On dispose donc de
I’application

d’f:UcCE — BIL(E x E,F)
z > d>f,.
Si, pour un a € U fixé, application d?f est différentiable au point a, on dira que f est

trois fois différentiable en a. L’application différentielle troisiéme en a, notée d°f,, est tri-
linéaire symétrique, c’est a dire que, pour toute permutation o de {1, 2, 3},

d fa( 0(2) h0(3)> = dea(hl, hg, hg), V(hl, hg, hg) € E3.

Puis, pour tout k > 1, on peut donner un sens a “f est k fois différentiable en a”. En cas
d’existence, d¥ f, est k linéaire symétrique.

Pour conclure, signalons que :
e la formule Taylor-Young a l'ordre 2 du Théoréme [3.3.1] se généralise & 'ordre p > 3 : si
f est p—1 fois différentiable sur U et p fois différentiable en a alors la conclusion est
remplacée par

Flat h)= fla)+ 3 i falh, - )+ Bl (R).
k=1

e la formule Taylor intégral a 'ordre 2 du Théoréme [3.4.1] se généralise a 'ordre p+1 > 3 :
si f est de classe CP*! sur U alors la conclusion (3.7) est remplacée par

p 1 -
flath) = @)+ 0w fulo o )+ / C Dt - By,
1 0 p:

3.6 Exercices

Exercice 3.6.1. Soit f : R? = R définie par

f@;y):;{xyﬁlz si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

1. Montrer que les dérivées partielles %(0, y) et %(w, 0) existent, et les calculer.
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2. Les dérivées partielles secondes %(0, 0) et ) f —(0,0) existent-elles 7 Qu’observe-t-on ¢
Que peut-on en conclure ?

Exercice 3.6.2. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les extrema locaux et
globauz.

1. f(x,y) = 2* + y* — 4wy + 1 définie sur R.

2. f(x,y) = (xz — y)e™¥ définie sur R2.

3. f(z,y) = 2% + ay* définie sur R?, o1 a est un paramétre réel.

4. fla,y) = 23 + 3zy? — 150 — 12y + 2 définie sur R2.

5. flx,y,2) = (x +y)e zty—2 définie sur R3.

6. f(z,y) = 2% — 2xy + 2y définie sur le rectangle [0, 3] x [0,2] C R?.

Exercice 3.6.3. On donne f : R? — R définie par

f(z,y) =y* — 2y +2°.

1. Déterminer les points critiques de f.

2. On définit maintenant
C:={(z,y) eR*: 22 —1<y<1—2?}

Faire un dessin. Montrer que f admet un maximum et un minimum sur C. Les déter-
miner.

Exercice 3.6.4. 1. Montrer que si une fonction continue f : R — R posséde deux maxima
locauz, alors elle posséde également au moins un minimum local.
2. Etudier les extrema de f : R? — R définie par f(z,y) = — (22 —1)? — (2%y — 2 — 1)2.
Quelle conclusion en tirer ¢

Exercice 3.6.5. 1. Montrer que si une fonction continue f : R — R admet un unique
extremum local, alors cet extremum est nécessairement un extremum global.

2. BEtudier les extrema de f : R? — R définie par f(x,y) = 3ze¥ — 23 — €3 sur R%. Quelle
conclusion en tirer ¢

Exercice 3.6.6. 1. Trouver un exemple de fonction f : R?> — R deux fois différentiable a
Vorigine, telle que df (0) = 0 et d®f(0) = 0, et admettant un minimum local non strict
en 0.

2. Meéme question mais avec, cette fois, un minimum local strict en 0.
3. Méme question mais avec, cette fois, pas d’extremum local en 0.

Exercice 3.6.7 (Le Laplacien). Soit f : R® — R une fonction de classe C?. On définit le
“Laplacien de f” par :

Soit B = B(0,1) la boule unité ouverte de R™, de centre 0 et de rayon 1, pour la norme
euclidienne || - || = || - ||2-

1. Relier Af(x) a la matrice Hessienne Hess f(x).
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2. On suppose dans cette question que Af(x) > 0 pour tout x € B. On veut montrer que

f(z) < max f(y), V&€ B.
lyll=1

Pour cela, on raisonne par l'absurde en supposant qu’il existe un x € B pour lequel

f(@) = maz )y =1 f(y).

(a) Montrer que f admet un maximum local en un point xo € B.

(b) En déduire une contradiction en wutilisant la propriété suivante : si une matrice
symétrique définit une forme quadratique négative, alors la trace de cette matrice est
négative ou nulle.

3. On suppose maintenant que Af(z) = 0 pour tout x € B (on dit que f est harmonique
sur B). On veut montrer que

”r;Hiillf(y)Sf( )<”r;1”ax1f( y), V€ B.

(a) Poure >0, on pose f-(z) := f(x)+e|z||>. Appliquer la question précédente et faire
tendre € vers 0 pour montrer linégalité “de droite”.
(b) Comment montrer l’autre inégalité ?

Exercice 3.6.8 (Laplacien en polaires). On se donne f : R? — R de classe C? et ¢ :
R\ {0} x R — R? définie par ¢(r,0) = (rcosf,rsinf). On définit F: R\ {0} x R — R par

E(r,0) = fop(r,0).

Calculer les dérivées partielles %I:, 8875, %—F d—F, en fonction de celles de f, et montrer que

O*F
8 9.2

1 0%F

Af(ey) = a0+ 1O (r0) + 55 (1,6,

y 2
soit encore Af(z,y) = 12 (r2E) (r,0) + 595 (r,0).
Exercice 3.6.9. Trouver les f : R> — R de classe C? telles que

O f Of
W(‘Tay> = aiyg(x7y)7 V(.Z',y) € RQ'

On pourra poser F(u,v) = f(u+v,u —v).

Exercice 3.6.10. On donne ¢ : R = R et 1) : R — R de classe C?. Soit ¢ € R*. Montrer que
u:R%2 = R définie par
u(t,z) = p(z —ct) +P(z + ct)

vérifie l’équation des ondes

U 2
—Z(t,x) =0, V(t,x) € R



Chapitre 4

45

Les théorémes pour “inverser”

4.1 Le théoréme des fonctions implicites

4.1.1 Un cas simple mais éclairant (f:Q C R* - R)

On condidére f : R? — R, disons de classe C!, et on s’intéresse aux points (z,y) du plan
euclidien R? d’annulation de f :

= {(z,y) € R? f(z,y) = 0}.

On suppose que I' est non vide. On prend un point référence (xg,yo) € I' et on se demande
si, localement, les points (z,y) de I' peuvent étre décrits pas y = ¢(x) ol ¢ est une fonction
définie et de classe C'! sur un voisinage de xy. C’est notre objectif 1.

Par exemple si
fla,y) =2 +y* -1,

I n’est autre que le cercle de centre O de coordonnées (0,0) et de rayon 1. On comprend sur
le dessin que notre objectif 1 est atteignable si (zg,yo) # (—1,0) et (x0,y0) # (1,0) et, dans
ce cas, on a méme une expression explicite de la fonction ¢ recherchée :

e pour un point (zg,yo) € I' avec yp > 0 on a

((.9) €] = 1,110, 1] et f(z,y) =0) <=y = V1 - a2,

et ¢ :] —1,1[—]0, 1] est définie par ¢(z) = V1 — a2
e pour un point (zg,yo) € I' avec yp < 0 on a

((@.9) €] = 1L1x[-1,0[ et f(z,y) =0) =y = —V/1 a2,

et ¢ :] —1,1[— [—1,0[ est définie par p(z) = —v1 — a2
En revanche, 'objectif 1 ne peut etre atteint si (x,y0) = (—1,0) ou (zo,%0) = (1,0) car, en
ces points, les tangentes au cercle sont verticales ce qui vient du fait que

of

a—y(il,o) = 0.

Dans les cas généraux, la fonction ¢, lorsqu’elle existe, n’est pas explicite. Malgré cela, on
aimerait calculer ses éventuelles dérivées, ce qui permet par exemple de mieux la comprendre,
notamment localement via disons une formule de Taylor-Young. Notons qu’en dérivant for-
mellement
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on obtient g(w @(90)) + SD/(x)g(x 80(35)) =0 (4 1)
Ox "’ gy | |
et donc 8f( ( ))
(o) = — DB P
¢'(z) o (2, p(x))’

sous réserve que %(m, ©(x)) # 0 mais ga on 'avait déja pressenti ci-dessus...

Proprement cela donne :

Théoréme 4.1.1 (Théoréme des fonctions implicites pour f : @ C R?2 — R). Soit f : Q C
R? — R de classe C* (k > 1) sur louvert Q. On suppose que (zo,y0) € Q est tel que

f(zo,90) =0 et g;(ﬂfo,yo) # 0.

Alors il existe ay > 0, ag > 0, f1 > 0, P2 > 0 et une fonction ¢ :|xg — a1,zo + ag[—
Jyo — B1,yo + Ba[ tels que

((x,y) €lro — a1, w0 + az[x]yo — B1,y0 + B2 et f(z,y) = 0) =y =p(z).
De plus cette fonction ¢ hérite de la régularité de f : elle est de classe C* et

9L (@, p(a))
5 (2, plx))

pour tout x €]y — a1,x0 + ae[. Si k > 2 on peut calculer les dérivées successives de ¢ en
dérivant (4.1)). Par exemple, pour la dérivée seconde, on trouve

— P (2, 0(x) — 20 () 2L (2, 0(x)) — (¢ (2))2 L (2, o(x
- (GLC) so<>dg?@zi ji)i) e ge@e@)
oy \*

¢'(z) =

)

pour tout x €|xg — a1, o + azl.

Dans la situation du théoréme ci-dessus on dit que f(z,y) = 0 définit, au voisinage de
(x0,Y0), y comme fonction implicite de z.

Exemple 4.1.2. Montrer que la relation z* +z3y?> —y+vy> +y> = 1 définit y comme fonction
de x au voisinage du point (—1,1). Quelle est allure de T' en ce point ?

Application géométrique. On se donne f : Q C R? — R de classe C! et un point (g, yo)
dans I'. Si %(xo, yo) # 0 alors, localement, on peut tirer y en fonction de x (implicitement).

Si %(mo, Yo) = 0 mais que %(xo, yo) # 0 alors, localement, on peut tirer x en fonction de y
(implicitement). Dans le cas ennuyeux

0 0
aii(x()vy()) = a‘?];(w(by()) = 07

on dit que (xg,yo) est un point critique de f. Ainsi

P
(z0,Yyo) point critique de f <= Grad f(zo,y0) = Oge.

Exemple 4.1.3. Quid de f(x,y) = x> — y? ? Faire un dessin.



28 CHAPITRE 4. LES THEOREMES POUR “INVERSER”

Définition 4.1.4 (Courbe réguliére du plan R?). Soit f: Q C R2 — R de classe C* (k> 1).
On dit que
I :={(z,y) € R? f(z,y) = 0}

est une courbe régulicre de classe C* du plan R? si

L#£0 et Y(x,y) el, Grad f(z,y) # Oge.

On dit alors que f(x,y) = 0 est une équation cartésienne de la courbe réguliére I'.

Définition 4.1.5 (Arc paramétré de R?). Un arc paramétré de classe C* (k> 1) sur R? est
une application v : I — R? de classe C*, ou I est un intervalle ouvert de R. L’arc est dit
régulier si 7' (z) # 0 pour tout x € 1. Enfin l'ensemble y(I) C R? est appelé support de l'arc
parametre.

La moralité de ce qui précede est que toute courbe réguliére est, en tout point, localement
décrite par un arc paramétré régulier avec

Y(z) = (2, 0(z)) ouv(y) = (Y(¥), ).

Ainsi toute courbe réguliére de R? est, localement, un objet de dimension 1. D’autre part,
la tangente a T' en (z9,yp) € T est la droite passant par (zg,yp) et de vecteur normal

—
Grad f(xo,y0), soit la droite d’équation

(@ = 20) g (a0 90) + (= ) 5 . ) =

4.1.2 Lecas f:QCR}—R

Précédemment on regardait des “courbes” du plan R? d’équation f(z,y) = 0 et on essayait de
les décrire implicitement par y = ¢(z) ot ¢ : U C R — R. Ici on va regarder des “surfaces” de
I'espace R? d’équation f(z,y,2) = 0 et on essaie de les décrire implicitement par z = ¢(z,y)
ot p:U CR? =R,

Théoréme 4.1.6 (Théoréme des fonctions implicites pour f : Q C R® — R). Soit f : Q C
R? — R de classe C* (k > 1) sur louvert Q. On suppose que (29,0, z0) € Q est tel que

0
f(xo0,y0,20) =0 et gﬁ(xovyo,zo) # 0.

Alors il existe un voisinage ouvert U de (xq,vo) (donc dans R?), un voisinage ouvert V de
2o (donc dans R) et o : U — V tels que

((:E,y,z) ceUxVetf(er,y,z)= O) — z = p(x,y).

De plus cette fonction ¢ hérite de la régularité de f : elle est de classe C* et

%% (2.4) %@y’@ », (43
0y %uy¢my»’ .

pour tout (z,y) € U, qu’on peut aussi écrire

m@(xa y) —mfo 0,0(x y )
S0 (2,

avec des notations a préciser en cours...
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Exemple 4.1.7. Montrer que la relation x + y + z + sin(zyz) = 0 définit z comme fonction
de x et de y au voisinage du point (0,0,0). Calculer % et g—; en (z,y) = (0,0).

Application géométrique. Dans R? les courbes réguliéres sont localement paramétrées par
un arc régulier. Sans surprise, dans R? les surfaces réguliéres sont localement paramétrées par
une nappe réguliére.

Définition 4.1.8 (Surface réguliére de I'espace R3). Soit f : Q@ C R® — R de classe CF
(k> 1). On dit que

= {(z,y,2) €R’, f(z,y,2) = 0}
est une surface réguliere de classe C* de Uespace R? si

D40 et Y(zx,yz2) el, Grad f(z,y,z) # Ogs.

On dit alors que f(x,y,z) = 0 est une équation cartésienne de la surface réguliére T'.

Définition 4.1.9 (Nappe paramétrée de R3). Une nappe paramétrée de classe C* (k > 1)
sur R3 est une application S : Q — R3 de classe C*, ot Q est un ouvert de R%. La nappe est
dite régquliere si dS(z,y) est de rang 2 pour tout (x,y) € Q. Enfin l'ensemble S(2) C R? est
appelé support de la nappe paramétrée.

La moralité de ce qui précéde est que toute surface réguliére est, en tout point, localement
décrite par une nappe paramétrée réguliere, avec

S(z,y) = (z,y, ¢(x,y)) ou S(z,2) = (z,9(z,2),2) ou S(y, 2) = (0(y,2),y, 2)-

Ainsi toute surface réguliére de R? est, localement, un objet de dimension 2. D’autre part, le
plan tangent a T' en (x,y0,20) € I est le plan passant par (zg, 30, 20) et de vecteur normal
Grad f(z0, Yo, 20), soit le plan d’équation

0 0 0
(x — mo)afi(xov Yo, 20) + (¥ — yo)ajyc(fﬂo,yo, 20) + (2 — Zo)a*ic(xov Yo, 20) = 0.

4.1.3 Le cas “général” f:R" x RP — RP

Théoréme 4.1.10 (Théoréme des fonctions implicites). Soit f: Q2 C R" xRP — RP de classe
C* (k> 1) sur louvert Q. On suppose que (xg,y0) € Q (avec xg € R™ et yo € RP) est tel que

f(wo,y0) = Orr et dfzg,e(y0) € GL(RP).

Alors il existe un voisinage ouvert U de xo (donc dans R™), un voisinage ouvert V' de yo
(donc dans RP) et une fonction ¢ : U — V tels que

((x,y) eUxV et f(x,y) :0) — y = ¢(x).

De plus cette fonction @ hérite de la régularité de f : elle est de classe C* et, pour tout x € U,

dp(z) == (dfue(p(2) ™ o dfey(z),
N—— N———— N——
€L(R"™,RP) €GL(RP) €L(R™ RP)

ce qui donne notamment acceés aur dérivées partielles de ...

Une preuve possible de ce théoréme utilise le théoréme du point fixe de Banach (dont on
reparlera au Chapitre .

Exemple 4.1.11. Dans R3 soit Sy la surface d’équation x> + y> — 222 —1 =0 et Sy celle
d’équation x> + 2y + 2> = 5. Appliquer le théoréme des fonctions implicites autour du point

(1, %, %) qui est sur S1 M Ss.
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FIGURE 4.1 — Une intersection de surfaces réguliéres S (d’équation cartésienne g(x,y, z) =
0) et So (d’équation cartésienne f(z,y,z) = 0) donnant une courbe réguliere C, cf
https ://fr.wikipedia.org/wiki/Surface.

4.2 Les théorémes d’inversion

Définition 4.2.1 (C* difféomorphisme). Soit k > 1, U un ouvert de R" et V un ouvert de
RP. On dit que f est un C* difféomorphisme de U sur V si

(i) f est une bijection de U surV,
(ii) f est de classe C* sur U,

(iii) f~! est de classe C* sur V.

Exemple 4.2.2. x — tanz est un C* diffécomorphisme de]—7, 5[ sur R. En revanche x 3

est une bijection de R sur R, est de classe C' sur R mais n’est pas un C* difféomorphisme de
R sur R.

Proposition 4.2.3. Supposons qu’il existe un C* difféomorphisme (k> 1) f de U C R™ sur
V C RP. Alors

1. n=np.

2. Pour tout x € U, df, est un automorphisme de R"™, cad df, € GL(R™), et pour tout
yeV,d(f1), est un automorphisme de R", cad d(f~1), € GL(R™), et

d(f™), = [@fy1) 7"

Théoréme 4.2.4 (Théoréme d’inversion locale). Soit f: Q C R® — R" de classe C* (k> 1)
sur ["ouvert . On suppose que xg € ) est tel que

dfzy = f'(20) € GLR™),

soit encore D f(x9) € GL,(R) (la matrice jacobienne est inversible).
Alors il existe un voisinage ouvert U de xg et un voisinage ouvert V- de yo = f(xo) tels que

f est un C* difféomorphisme de U sur V.

Une preuve possible de ce théoréme utilise encore le théoréme du point fixe de Banach (dont
on reparlera au Chapitre .
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Exemple 4.2.5. Soit f : R?> — R? lapplication définie par f(x,y) = (x+y,z—y). Décrire U
Uensemble des points de R? autour desquels f est un C' difféomorphisme local. Méme question
pour g : R? — R? définie par g(z,y) = (22 + %, 2% — y?).

ATTENTION, I'inversion locale n’a qu’une valeur locale... Il est possible qu’on puisse inver-
ser partout localement mais pas globalement, notamment car 'injectivité “locale” n’implique
pas l'injectivité “globale”...

Exemple 4.2.6. Considérer f : R?> — R? définie par f(z,y) = (e®cosy,e®siny). Mon-
trer que “on a difféomorphisme local autour de tout point (xg,y0)” mais que f n’est pas un
difféomorphisme de R? sur f(R?).

Néanmoins si on ajoute I’hypothése d’injectivité on récupére un difféomorphisme global de
Q sur 'image de Q par f (il faut bien récupérer la surjectivité!).

Théoréme 4.2.7 (Théoréme d’inversion globale). Soit f : @ C R® — R” de classe C*
(k > 1) sur Uouvert Q. On suppose que

f est injective et Vo € Q,df, = f'(z) € GLR™).

Alors
f est un C* difféomorphisme de Q sur Q' = f(Q).

Exemple 4.2.8. Le “passage en polaires”
(r,0) — (z =rcosf,y =rsind)

est un C™ difféomorphisme de U =)0, +00[x]0, 27| sur V = R2\ [0, +00[x{0}. La bijection
réciproque “passage en cartésiennes” est

(z,y) = (r = Va? 4+ y2,0 = faisable mais pénible a écrire...).

4.3 Exercices
Théoréme des fonctions implicites
Exercice 4.3.1. En dérivant (4.1)), aboutir a (4.2)).

Exercice 4.3.2. Montrer que
Vn > 0,3, € R,ui—}—nun —1=0.

Montrer que 0 < u, < % pour tout n > 1.
Afin de faire mieuz, on peut utiliser le Théoréme [[.1.1] : montrer qu’on peut écrire

B b c d e f
un—a—i-ﬁ—f- 2+$+ 7+

g 1
2 —t +$+O 5 quand n — +00,

nb
avec des réels a, b, ¢, d, e, f, g a déterminer.

Exercice 4.3.3. D’ou sort (4.3)) ?

Exercice 4.3.4. Soit C la “courbe” de R? définie par I’équation

ety =it —y=0.
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FIGURE 4.2 — Le point double de I'Exercice [£.3.7]

1. Montrer que, au voisinage du point (0,0), 'ordonnée y d’un point de C est définie
implicitement comme une fonction, de classe C*, de x. On note ¢ une telle fonction.

2. Calculer les dérivées premiére et seconde de ¢ en 0.

3. Donner lallure de la courbe C' au voisinage du point (0,0).

Exercice 4.3.5. Soit C la “courbe” de R? définie par I’équation
23— 2y +2y2 —1=0.

Veérifier que a = (1,1) est sur C. Trouver la tangente a C' en a. Déterminer la position de la
courbe par rapport a sa tangente en a.

Exercice 4.3.6. Soit f : R? — R définie par
f(z,y) = 2cos®x + xy — €.

1. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I de R contenant 0 tel que, pour tout x dans
I, il existe un unique y > 0, que tel que f(x,y) = 0. On note p(z) un tel y.
2. Montrer que la fonction x € I — p(z) €]0,+o0[ est de classe C*.

3. Montrer que ¢'(0) = 2.

4. Montrer que, pour tout x € I, on a
cp'(x)(e@(”c) —x) = @(x) —4sinz cosx.
Exercice 4.3.7 (Un point double). Soit f : R> — R définie par
23+ zy 4 y2e” Y = 0.

Montrer qu’il existe deux fonctions distinctes o1 et oo de classe C' sur un voisinage ouvert I

de 0 telles que, pouri =1 eti =2, f(x,p;(x)) =0 pour tout x € I (on pourra posery = xz et
“impliciter autour de deuz z bien choisis”). Préciser lallure du graphe de @; autour de (0,0).
Vérifier que c’est cohérent avec la Figure [{.3

Exercice 4.3.8. Soit f : R? — R? définie par
f(xvyvz) = (5[72 - y2 +22 - 1,$y2 - 1)

On note C la “courbe” de R® définie par ’équation f(x,vy,z) = 0.
1. Vérifier que le point a = (1,1,1) € C.
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2. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I C R contenant 1, une B C R? de centre
(1,1), et une fonction ¢ : I — B tels que : (x,y,z) € C NI x B si et seulement si
(y,2) = o(x).

3. Déterminer la tangente a C en a.

Exercice 4.3.9. Soit C la “courbe” de R3 définie par les équations
P+ +22=14 et 22+ + 2% =36.

Montrer que (1,2,3) € C. Montrer que, dans un voisinage de ce point, les points de C' peuvent
s’écrire (y,2) = p(x) ot @ est de classe C*. Préciser la tangente en chaque point.

Exercice 4.3.10. Montrer que l’équation z3 + 2z + €* — x — y?> = cos(x — y + z) définit
implicitement z comme fonction C' de = et y au voisinage du point (0,0,0). Calculer les
dérivées partielles de z a ['ordre 2 en 0.

Théorémes d’inversion locale et globale

Exercice 4.3.11. L’application f : R? — R? définie par f(x,y) = (2® — 2xy?, x + y) est-elle
un difféomorphisme local en a = (1,—1) ? Si oui, écrire la différentielle de son inverse local
au point b= f(a) ?
Exercice 4.3.12. Soit f : R? — R? Uapplication définie par f(z,y) = (2? — y?, 2zy).
1. Décrire w lensemble des points de R? autour desquels f est un difféomorphisme local.
2. Est ce que f restreinte o w est un difféomorphisme sur son image ?
3. Pour tout point a de w, écrire la différentielle de linverse local de f au point f(a), et

trouver un voisinage owvert U de a tel que fiiy soit un difféomorphisme sur son image.

Exercice 4.3.13 (Coordonnées polaires). Soit f : R? — R? l’application définie par
f(r,0) = (rcosf,rsinb).

1. Décrire w lensemble des points de R? autour desquels f est un difféomorphisme local.
2. Pour tout point a de w, écrire la différentielle de l'inverse local de f au point f(a).

3. FEst ce que f restreinte a w est un difféomorphisme sur son image ?

4. Montrer que f est un C™ difféomorphisme de ]0, +00[x]0, 27| sur R?\ ([0, +o00[x{0}).

Exercice 4.3.14 (Coordonnées sphériques). Soit f : R? — R? définie par
f(r,0,6) = (rcosfcosd,rsinf cosd, rsind).

Décrire w l'ensemble des points de R autour desquels f est un difféomorphisme local.
Pour tout point a de w, écrire la différentielle de l'inverse local de f au point f(a).
Est ce que f restreinte a w est un difféomorphisme sur son image ?

Montrer que f est un C™ difféomorphisme de |0, +00[x]0,2r[x] — Z, Z[ sur R3 \
([0, 400[x{0} x R).

e e =

Exercice 4.3.15. Soit f : R — R définie par

_ ZL‘+$ZSng six#0
f(x>_{0 stx =0.
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FIGURE 4.3 — Coordonnées sphériques. A gauche la convention (r,6,d) rayon-longitude-
latitude comme dans I'Exercice [4.3.14 A droite la convention (r,6,¢) rayon-longitude-
colatitude.

1. Montrer que f est dérivable sur R, et que f'(0) # 0.

2. Sin est un entier non nul, montrer que

(1N L (1
f(2n>f<2n+1><0’

et en déduire que f n’est injective sur aucun intervalle contenant 0, aussi petit soit-il.

3. Commentaires ¢
Exercice 4.3.16 (Fonction “propre”). Soit f : R™ — RP. On dit que f est propre si l’image
réciproque de tout compact de RP par f est compacte dans R™.

1. Les applications de R dans R suivantes sont elles pmpresﬂ r— 0, x— x, x+— sinz,
r 22, Quid de f: R — R? définie par f(0) = (cos6,sin@) ?

2. Si f est propre et continue, montrer que f est fermée (i.e. l’image d’un fermé est fermée).
On pourra montrer que, si F' est fermé dans RP, alors f(F') est séquentiellement fermé.

3. On suppose que f est injective, propre, de classe C1, et est un difféomorphisme local en
tout point de RP (en particulier, n = p). Montrer que f est un difféomorphisme global
de R™ vers R™.

Exercice 4.3.17. Pour a et b réels, on considére la fonction f : R2 — R? définie par
f(z,y) = (z + asiny,y + bsinz).

1. Pour quelles valeurs de (a,b) f est-elle un difféomorphisme local en tout point ?
2. Montrer alors que f est injective.

3. Montrer alors que f est propre (cf Ezercice .
4. Montrer alors que f est un difféomorphisme global de R? vers R?.

Exercice 4.3.18. Montrer que si f € C*(R) et sl existe k > 0 tel que, Vo € R, f'(z) > k,
alors f est un difféomorphisme de R sur lui méme (on pourra, par exemple, montrer que f
est propre). Montrer que ce résultat est faur avec k = 0.

1. Pour f : R™ — R? continue on peut montrer que f est propre si et seulement si lim ;|4 || f(2)]| = +00
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Exercice 4.3.19. On considére une application f : R® — R™ de classe C1, telle que
1f () = F@)ll = Elly — =] V(z,y) € R* xR,

pour une certaine constante k > 0 et une norme quelconque (on dit que f est k-dilatante pour
la norme en question). On veut montrer que f est un difféomorphisme global de R™ sur lui-
meéme.

1. Montrer que f est injective.

2. Montrer que limage f(R™) est fermée dans R™ (par exemple en montrant qu’elle est
séquentiellement fermée).

3. Montrer que D f(x) est inversible pour tout x € R™, et en déduire que l’image f(R™) est
ouverte dans R™.

4. Conclure.
Exercice 4.3.20. 1. Montrer que l'application f : My(R) — M, (R) définie par f(A) =
A? est de classe C1, et déterminer sa différentielle en tout point.

2. Montrer que toute matrice carrée A € My, (R) suffisamment proche de la matrice identité
“admet une racine carrée”.



Chapitre 5

Extrema liés

Dans tout ce chapitre, on désignera par U un ouvert de R™. On va considérer des fonctions f
a valeurs réelles

fUCR"R

et s’intéresser a ses extrema. Dans le Chapitre |3|on s’est intéressé aux extrema dits libres, par
opposition aux extrema li€s, ou sous contrainte, auxquels on va s’intéresser ici.

5.1 Un exemple/exercice naif
Dans R? on considére ellipse £ d’équation
(z —2)* +2y* = 6.

On cherche les points de £ les plus proches et les plus éloignés de l'origine O(0, 0). Faites un
dessin et “devinez” la réponse.
Formalisons un peu tout cela. On cherche les extrema de f : R? — R définie par

fla,y) =2* +y°,
sous la contrainte g(x,y) = 0, ot g : R? — R est définie par
g(z,y) = (x - 2)* +2y° — 6.

Montrez que £ est compact. En déduire que min(, ,yce f(7,y) et max(, e f(z,y) existent
bien. On admet alors ce que nous a suggéré le dessin (et qui sera démontré dans la Section[5.2]) :
s’il y a un extremum lié en (x,y) alors il existe A € R (appelé multiplicateur de Lagrange) tel
que

Grad f(z,y) = A\Grad g(zx,y).

Trouvez les éventuels points d’extrema liés, puis concluez.

5.2 Une contrainte, multiplicateur de Lagrange

On parle d’extrémum lié lorsqu’on cherche & maximiser ou minimiser une fonction de plusieurs
variables lorsque ces variables sont liées par une relation (ou plusieurs, cf ci-dessous).

Définition 5.2.1 (Extremum li¢). Soient f : U CR" - R et g: U C R" - R. Soita € U
tel que g(a) = 0.

36
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On dit que a est un point de minimum local de f sous la contrainte g s’il existe un voisinage
V de a tel que

f(@) > f(a), ¥Yrevnr,

ou 'ensemble T := {x € U, g(x) = 0} “représente” la contrainte.
On définit évidemment la notion de point de maximum local de f sous la contrainte g par

f(x) < f(a), VzeVnNI.

Théoréme 5.2.2 (Multiplicateur de Lagrange). Soient f : U CR" >R etg: U CR" > R
de classe C*. Soit a € U tel que g(a) = 0. On suppose que

Gmg(a) # Ogn.

Si a est un point d’extremum local de f sous la contrainte g alors il existe X € R (appelé
multiplicateur de Lagrange) tel que

Grad f(a) = AGrad g(a).
La preuve repose sur le théoréme des fonctions implicites.

Exemple 5.2.3. Etudier les extrema de la fonction f : R2 — R définie par f(z,y) = e™ sous
la contrainte 3 +y3 +x +y —4 = 0.

5.3 Plusieurs contraintes, multiplicateurs de Lagrange

Définition 5.3.1 (Extremum lié¢). Soient f : U CR" - R et, pour1 <i<p,g,: U CR" —
R. Soit a € U tel que g1(a) = -+ = gp(a) = 0.

On dit que a est un point de minimum local de f sous les contraintes gi,--- , g, sl existe
un voisinage V de a tel que

f(@)> f(a), VeeVAr,

ot l’ensemble ' := {x € U,V1 < i < p,gi(x) = 0} “représente” la contrainte.
On définit évidemment la notion de point de maximum local de f sous les contraintes gi,--- ,gp
par

f(x) < f(a), VzeVNI.

Théoréme 5.3.2 (Multiplicateurs de Lagrange). Soient f: U C R" — R et, pour 1 <i < p,
gi : U CR" = R de classe C. Soit a € U tel que g1(a) = -+ = gp(a) = 0. On suppose que
(on dit alors que les contraintes gi,--- , gp sont indépendantes au point a € U)

la famille de formes linéaires {dgi(a),--- ,dgp(a)} est libre.

Si a est un point d’extremum local de f sous les contraintes gi,--- ,g, alors il existe des
réels Ai,- -+, \p (appelés multiplicateurs de Lagrange) tel que

df (a) = Mdgi(a) + -+ - + A\pdgp(a).
La preuve repose sur le théoréme des fonctions implicites.

Exemple 5.3.3. Montrer que, pour toute famille (vy,--- ,v,) de R™,

n
[det (v1, -+ o) < [] llvilla-
=1
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5.4 Exercices

Exercice 5.4.1. Calculer

max T+ Y+ 2z.
2 4+y2+22=1

Exercice 5.4.2. Trouver les points de la surface S := {(x,y,2) € R3,y?> = 9 + x2} qui sont
les plus proches de l'origine de R3.

Exercice 5.4.3. On donne a >0, b > 0, ¢ > 0. Trouver le volume mazximal d’un parallélépi-
péde contenu dans ’ellipsoide d’équation

x2 y2 2,2

Sttt =1

Exercice 5.4.4. Soit n > 2 un entier. On considére f : R™ — R définie par
flzr, - xy) =1 @

On note

L= {(z1, - ,zn) €[0,400[", 21 + -+ 2y = 1}.

1. Montrer que f admet un maximum global sous la contrainte I' et calculer ce mazimum.

2. En déduire linégalité arithmético-géométrique : pour tout (x1,--- ,xy) € [0,400[" on a
1 n
H?ZI:E}/ " < — Z T;
™ i
moyenne géométrique ———

moyenne arithmétique

Exercice 5.4.5. On considére une matrice symétrique réelle A € S,,(R). On sait qu’elle a n
valeurs propres réelles que ’on note

A << A
On considere f : R™ — R définie par
f@) = (Az,z)
On munit R"™ de la norme 2, c’est a dire ||x|| = /> 1 22.

1. Montrer que les réels minj, = f(v) et max|, = f(v) sont bien définis. Dans la suite,
on note Tyyin €t Tmae deux vecteurs de norme 1 tels que

Hgﬁlill f(x) = f(xmzn)y ”I:I;Ha:Xl f(l?) = f(xmax)

2. Montrer que f est différentiable en tout x € R™ et que
dfz(h) =2 (Ax,h), Vh € R".

3. A laide du Théoreme [5.2.3, montrer que Tpin €l Tmay sont forcément des vecteurs
propres de A.

4. En déduire que

i (Az @) = A, max, (A2, 2) = o



Chapitre 6

Quid en dimension infinie?...

Jusqu’ici on a, pour simplifier, travaillé en dimension finie. Que se passe t il dans le cadre plus
général des espaces de Banach (= espace vectoriel normé complet) 7 Rappelons que

(i) tout espace vectoriel de dimension finie est de Banach.

(i) si(E,|-||g) et (F,]|-||F) sont 2 Banach alors L(E, F') (= espace vectoriel des applications
linéaires continues de E dans F') muni de la “norme triple” est un Banach.

(i4i) si (X,d) est un espace métrique et (F,|| - ||r) un Banach alors CP(X, F) muni de la
“norme du sup” est un Banach. En particulier, si K est un compact de X, CY(K, F) est
un Banach.

Il s’avére qu'une grande partie des choses présentées dans les chapitres précédents se gé-
néralise! Dans le cadre des espaces de Banach, la composition des différentielles, le théoréme
des accroissements finis, le théoréme de Schwartz, les formules de Taylor, le théoréme d’in-
version locale, le théoréme des fonctions implicites, le théoréme sur les extrema liés restent
valides (avec parfois une micro modification d’écriture). Donnons quelques détails, exemples
et applications.

6.1 Différentiabilité

Le Théoréme-Définition est “inchangé”.

Théoréme-Definition 6.1.1 (Différentiabilité). Soit E et F' deux espaces de Banach. Soit
f:UCFE — F. SoitaeU. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application
linéaire continue de E dans F, notée df, ou df(a), telle que

fla+h)=f(a)+ dfs (h)+o(h) quand h — Op.
~—
€L(E,F)

En cas d’existence une telle application linéaire continue df, est unique. On dit alors que
Uapplication linéaire df, est tangente a f en a.

Attention, en dimension infinie, il faut vraiment s’assurer que 'application linéaire df, de
E dans F est continue (ce n’est pas “gratuit” comme en dimension finie).

Exercice 6.1.2. Soit E = C([0,1],R) l’espace des fonctions réelles continues sur [0, 1] muni
de la norme

[flloo := sup [f(x)].

z€[0,1]

Etudier la différentiabilité de ¢ dans les cas suivants :

39
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1. ¢ E =R, o(f) :=sin(f(0)).
2. ¢: E—=E, o(f) =z [ f2(t)dt.

3. 0: EXE—=R, o(f,g) := fol f)g(t)dt.

Exercice 6.1.3. On considére les espaces
E:={f:[0,1] = R de classe C' et vérifiant f(0) = 0} muni de ||f||z := ||f||so0
et
F = C%([0,1),R) muni de || fllr = [[f]lco,

et Uapplication
0:E—=F, o) :=f+f~

1. Montrer que || f|lco < ||f||E pour tout f € E, que || - || est une norme et que (E, |- ||g)
est un Banach.

2. Montrer que @ est différentiable et calculer sa différentielle.

3. Montrer que ¢ est de classe C*.

6.2 Fonctions implicites en dimension infinie, applications

Voici une version du théoréme des fonctions implicites “version Espaces de Banach” tirée de
[8, Theorem 4.B].

Théoréme 6.2.1 (Théoréme des fonctions implicites). Soit X, Y et Z trois espaces de Ba-
nach. On suppose que

(1) F:UCX XY — Z est définie sur U voisinage ouvert de (zg,yp) € X X Y et
]:("L‘Oa yO) =0.
(ii) dans U, F admet une dérivée partielle (au sens de Fréchet) par rapport a y et

Fy(o,y0) 1 Y — Z est bijective.

(13t) F et Fy sont continues en (xo,yo).
Alors

1. Existence et unicité. Il eziste rg > 0 et r > 0 tels que, pour tout v € X avec ||[x—xo|| < 19,
il existe un unique y(z) € Y tel que ||y — yo|| < r et

F(x,y(x)) = 0.

2. Continuité. Si Fest continue sur un voisinage de (xo,yo) alors x — y(z) est continue
sur un voisinage de xg.

3. Régularité supérieure. Si F est de classe C™, 1 < m < 400, sur un voisinage de (xo,yo),
alors x +— y(z) est de classe C™ sur un voisinage de xg.

Voici quelques applications pour résoudre des problémes d’analyse.
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Exercice 6.2.2. Soit E l’ensemble des fonctions f : R — R de classe C' et 1-périodiques
normé par

£l = max (|| flloc 1 £lloc)

qui en fait un espace de Banach. Pour f € E, 7 € R, on note f: : R — R la fonction définie
par f-(z) = f(x + 7). On se donne g € E non constante et on définit

F:ExR =R

1
(f,e) — F(f,e) :—/0 fe(2)g'(x)dx.

1. Montrer que F est de classe C' et calculer sa différentielle en tout point (f, ).

2. Montrer que, au voisinage de (g,0), l’égalité F(f,e) = 0 équivaut & € = o(f), o ¢ est
une fonction de classe C*.

Exercice 6.2.3. On se donne K : [0,1] x [0,1] — R continue et G : [0,1] x R — R de classe
Cl. Pour A € R, on cherche u € C([0,1],R) solution de I’équation intégrale

1
() = A /0 K(z,)G(t,u()dt, 7 €R.

Mettre tout cela dans un cadre qui permet d’appliquer le Théoréme des fonctions implicites
m et montrer ainsi que, pour |\| assez petit, le probléme admet une unique solution. NB :
pour montrer le caractére bijectif de F,,(0,0) on utilisera Ualternative de Fredholm, cf Théo-

reme[A.3.])
6.3 Extrema liés en dimension infinie, une application

Voici une version du théoréme des extrema liés (avec une contrainte) “version Espaces de
Banach”.

Théoréme 6.3.1 (Multiplicateur de Lagrange). Soit E un espace de Banach. Soient f : U C
E—=Retg:UCE—R de classe C'. Soit a € U tel que g(a) = 0. On suppose que

dg(a): E — R est surjective (cad non nulle).

Si a est un point d’extremum local de f sous la contrainte g alors il existe A € R (appelé
multiplicateur de Lagrange) tel que

df (a) = Adg(a).

Une application (peut étre détaillée en cours) est la recherche d’éléments propres (princi-
paux) du type
—u" —r(x)u = u dans (0,1)
u(0) =u(1) =0,

ou, plus généralement,

—Au—r(z)u = Au dans €
u=0 sur 0f2.



Chapitre 7
Sous-variétés

Dans ce chapitre E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, et k € N*U{+4o00}.

7.1 Préléminaires : rang, immersion et submersion

Définition 7.1.1 (Rang). Soit f: U C R™ — RP une application différentiable. Pour a € U,
le rang de f en a est le rang de application linéaire df,.

Définition 7.1.2 (Immersion). Soit f : U C R™ — RP une application de classe C* (k> 1).
Pour a € U, on dit que f est une immersion C* en a si df, est injective. Si f est une
immersion C* en tout x € U, on dit que f est une immersion sur U.

Noter que si une immersion existe alors, nécessairement, n < p.

Exemple 7.1.3. Sin < p alors l'injection canonique de R™ dans RP, définie par (x1, ..., x,) —
(1 ey Tp, 0, ..., 0), est une immersion sur R™.

On peut montrer, & I’aide du théoréme d’inversion locale, que, & un changement de variables
pres, toute immersion est localement I'injection canonique de R™ dans RP.

Définition 7.1.4 (Submersion). Soit f : U C R® — RP une application de classe CF (k> 1).
Pour a € U, on dit que f est une submersion C* en a si df, est surjective. Si f est une
submersion C* en tout x € U, on dit que f est une submersion sur U.

Noter que si une submersion existe alors, nécessairement, n > p.

Exemple 7.1.5. Si n > p alors la projection canonique de R™ dans RP, définie par
(1, ..., Tp) = (21, ..., 2p), est une submersion sur R™.

On peut montrer, & I’aide du théoréme d’inversion locale, que, & un changement de variables
prés, toute submersion est localement la projection canonique de R™ dans RP.

7.2 Sous-variétés : définitions équivalentes

7.2.1 Par équation locale

Définition 7.2.1 (Sous-variété). On dit qu’'un sous-ensemble M de E est une
sous-variété C* de dimension p de E si, pour tout a € M, il existe un voisinage ouvert U

de a dans E et une application f : U — F de classe C* (dite équation locale régulicre de M
au voisinage de a) tels que
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(i) F est un R espace vectoriel de dimension n — p.
(ii) 1l existe yo € F tel que UNM = ~1f ({yo}).

(tit) f est une submersion en a.

Les sous-variétés de dimension n de E sont les ouverts de E.

Les sous-variétés de dimension 0 de E sont les sous-ensembles dont tous les points sont
isolés. Par exemple M := {(3,0),k > 1} est une sous-variété C*° de dimension 0 de R?, mais
son adhérence ne ’est pas.

Les sous-variétés de dimension 1, 2, n—1 sont respectivement appelées les courbes réguliéres,
les surfaces, les hypersurfaces de E.

Exemple 7.2.2. (i) La sphére

snt— {(xl, e Xp) €R™: fo = 1}
i=1

est une hypersurface C*° de R™.
(ii) D = {(z,y) € R? : 23 — y3 = 0} est une courbe régulicre C*> de R2.

(iii) C := {(x,y) € R?: 2% — y? = 0} n'est pas une sous-variété de R? mais C \ {(0,0)} est
une courbe régulicre C™ de R?.

(iv) Le groupe spécial linéaire
SL,(R) :={A e M,(R): det A=1}

est une hypersurface C* de M, (R).
(v) Le groupe orthogonal

On(R) := {A € M,(R):"AA = A'A = I,,}

est une sous-variété C*° de dimension @ de My (R).

(vi) Soit ¢ : U C RP — R™ une application de classe C*. Le graphe de @

G(p) = A{(z,y) € UXR™ -y = p(x)}

est une sous-variété C* de dimension p de RPT™,

7.2.2 Par redressement local

Théoréme 7.2.3 (Sous-variété et redressement). Un sous-ensemble M de E est une sous-
variété C* de dimension p de E si, et seulement si, pour tout a € M, il existe un voisinage
owvert U de a dans E, un voisinage ouwvert V de 0 dans R" et un C*-difféomorphisme ® :
U—V tels que ®(a) =0 et

U NM) =V (R x {0}).

Dans ce cas, on dit que ® est un redressement local de M au voisinage de a.

Exemple 7.2.4. Construire un redressement local en chacun des points du cercle St (qui est
une courbe réguliere C*° de R?).
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7.2.3 Par graphe local

Théoréme 7.2.5 (Sous-variété et graphe). Un sous-ensemble M de E est une sous-variété
C* de dimension p de E si, et seulement si, pour tout a € M, il existe une décomposition
E = F1 @ Fy avec dim Fy = p, un voisinage ouvert U; de a; dans F; (ot a = a1 + az avec
a; € F;) et une application ¢ : Uy — Us de classe C* tels que

M N (U x Us) ={(y1,y2) € U1 x Uz : 2 = (1) }-

Dans ce cas, on dit que M est localement le graphe de ¢ au voisinage de a.

Exemple 7.2.6. Traiter le cas du cercle S* (qui est une courbe réquliere C> de R?).

7.2.4 Par paramétrisation locale

Théoréme 7.2.7 (Sous-variété et paramétrisation). Un sous-ensemble M de E est une sous-
variété C* de dimension p de E si, et seulement si, pour tout a € M, il existe un voisinage
ouvert U de a dans E, un espace vectoriel F de dimension p,  un ouvert de F et une
application g : Q@ — E tels que g soit un homéomorphisme de classe C* de Q sur UNM et une
immersion en g~ (a). Dans ce cas, on dit que g est une paramétrisation locale de M en a.

7.3 Espace tangent et fibré tangent

Ici, M désigne une sous-variété C* de dimension p de E. Pour a € M, on note
CoM = {~:[0,e) = M avec € > 0,7(0) = a,y dérivable en 0" }
qui est donc un “ensemble de courbes”.

Définition 7.3.1 (Tangence). Un vecteur v € E est dit tangent a M en a s’il existe v € Co M
telle que v'(0) = v. On définit l’espace tangent & M en a par

T M = {~/(0),7 € CaM } .

Théoréme 7.3.2 (Caractérisation de I'espace tangent). L’ensemble T, M est un sous espace
vectoriel de dimension p de E. De plus on a les caractérisations suivantes.

(1) Si f: U — F est une équation locale réguliere de M au voisinage de a alors T,M =
Ker d,f. En particulier, st E =R", F =R" P, f=(f1,---, fa—p) alors

T,M = (Vect (Vfi(a), -,V fap(a)))".
(1) St ®:U — V est un redressement local de M au voisinage de a alors
ToM = (d, @) (R? x {0,_,}).

(#i7) Si g : Q C RP — E est une paramétrisation locale de E en a = g(yo) alors ToM =
Im dy,g. En particulier, si (e1,--- ,ep) est une base de RP alors

TaM = Vect (daf(el)a te 7daf(€p)) .

Exemple 7.3.3. On a 11,0, (R) = 17, SO, (R) = A, (R) (I’ensemble des matrices antisymé-
triques réelles de taille n).

Définition 7.3.4 (Fibré tangent). On appelle fibré tangent de M [’ensemble

TM = [] {a} x T.M = {(a,v) :a € M,v € T,M} C E x E.
aceM

Proposition 7.3.5. Si M est une sous-vari¢té de classe CF (avec k > 2) de dimension p de
E alors TM est une sous-variété de classe C*~1 et de dimension 2p de E x E.
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7.4 Applications différentiables entre sous-variétés

Pour i = 1,2, soit M; une sous-variété de classe C* de dimension p; dans un espace vectoriel
FE; de dimension n;.

Définition 7.4.1 (Différentiabilité). Soit Q un ouvert de My et f : Q — My une application.
On dit que f est différentiable (resp. de classe C') en a € Q s’il existe un voisinage ouvert

U de a dans Ey et F : U — By différentiable (resp. C') au sens usuel en a telle que F = f
sur QO U (on dit que F est un prolongement local de f au voisinage de a).
On dit que f est différentiable (resp. de classe C') sur Q si elle est différentiable (resp. de

classe C') en tout point de €.

Par convention, les applications entre sous-variétés de classe C* de E ne peuvent pas étre
de classe C! avec | > k, méme si elles admettent un prolongement local de classe C™.

Exemple 7.4.2. (i) f: (21, -+ ,2,) € S" 1= [l 2; € R est de classe C* sur S*L.
(i3) Tr : M € SOp(R) — Tr M € R est de classe C*> sur SO, (R).

Définition 7.4.3 (Différentielle). Soit f : Q C My — My de classe C' ena € M;. On appelle
différentielle de f en a Uapplication, notée T, f, de To My dans Ty, Mz définie par

Tof(v) = (f 0’7)/(0)7
ou 7y est un chemin de Co My vérifiant ~'(0) = v.

Proposition 7.4.4. Si f : Q) C My — Ms est différentiable en a € Q alors T, f : T,M, —
T't(a) Mz est une application linéaire bien définie. De plus, si F': U — FEa est un prolongement
local de f au voisinage de a alors

Tof = doFir, 71-

Exercice 7.4.5. (i) Si M est une sous-variété de classe C* de E, lapplication Idy - M —
M est de classe C* et on a T,Idy = Idr, ar

(i) Si M est une sous-variété de classe C* de E, linjection v de M dans E est de classe
C* et T,u est linjection de T,M dans E.

(idi) f: (@1, - ,2n) € ST Lo [l zi € R est de classe C™ sur S*! et

n
Tof :veT,S" ! :aLHZijak e R.
=1 kA

Notons enfin, que sous quelques hypothéses sans surprise, on a la formule pour la composée :

To(go f) =TrwaygoTaf

7.5 Exercices

Exercice 7.5.1. Pour 0 <r < 1, montrer que
2
T:= {(:vaaz) GRga <\/ l’2+y2— 1) +22 :7“2}

est une sous-variété de R3.
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Exercice 7.5.2. Montrer que les lignes de niveau de la fonction f définie par

[z, y,2) = i
e 2?2+ y?+ 22+ (1— 2% —y?)?

sont des sous-variétés C> de R3 et préciser leur dimension.

Exercice 7.5.3. Montrer que
A= {(w,y)ERQ,(J::O ety>0) ou(x>0ety=0}
n'est pas une sous-variété C>® de R?.

Exercice 7.5.4. Pour n > 1 soit R,[X] l’ensemble des polynomes réels de degré au plus n.

1. Montrer que l’ensemble E des polyndmes ayant une unique racine, avec multiplicité n,
est une sous-variété C* de R, [X] et indiquer sa dimension.

2. Montrer que, sin > 2, l'adhérence de E n’est pas une sous-variété de R, [X].

3. Montrer que la fonction qui associe a un élément de E son unique racine est C'°.

Exercice 7.5.5. Soit n > 1. On munit M, (R) de la “norme 2”

JA =[S a2,
(2]

L’objectif de cet exercice est de caractériser le groupe des matrices orthogonales directes
SO, (R) ={M € M,(R):'MM =1, et det M = 1}
comme l’ensemble des éléments de
SLy(R) ={M € M,(R) : det M =1}

dont la “norme 2” est minimale.

1. Vérifier que ||A||?> = Tr (*fAA). En déduire que ’objectif de l’exercice est de montrer que
SO, (R) est l’ensemble des minima d’une certaine fonction f (a préciser) sur un certain
ensemble (a préciser).

2. Veérifier que la fonction f précédemment introduite atteint son minimum sur SL,(R).

3. Montrer que, pour tout A € SL,(R), on a
dadet (H) = Tr (‘CH)

ot C est la comatrice de A.
4. En déduire que SL,(R) est une sous-variété de M, (R) dont on précisera la dimension.

5. En utilisant le théoréme des extrema li€s, vérifier que si A est un minimum de f sur
SL,y(R) alors il existe X € R* tel que

2Tr (*AH) = \Tr (*CH)

pour tout H € My (R). En déduire que A = C, puis que A € SO, (R).

6. Conclure.
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Chapitre 8

Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Avertissement : jusqu’ici, en analyse, la variable était trés souvent notée x et une fonction était
trés souvent notée f. On va maintenant s’intéresser a des équations différentielles ot I'inconnue
est une fonction qui doit vérifier une certaine égalité reliant la fonction et certaines de ses
dérivées. Ces équations modélisent trés souvent des phénoménes biologiques ou physiques et
la variable sera donc notée t (le temps); quant a la fonction inconnue elle sera trés souvent
notée x si elle a valeurs réelles (x(t) représente une grandeur physique, par exemple 'abscisse
d’un mobile, ou un nombre d’individus en dynamique des populations... etc), ou X si elle
est a valeurs dans R™, n > 2 (par exemple X (t) = (x(t),y(t)) ou z(t) et y(t) représentent
un nombre d’individus de deux espéces en compétition, ou des proies et des prédateurs...).
L’équation différentielle est souvent accompagnée d’une donnée initiale, c’est a dire la valeur
de la fonction inconnue au temps initial (disons ¢ = 0).

8.1 Des équations différentielles pour modéliser

Dynamique d’une population

Au temps t on note z(t) la taille d’'une population. On suppose que, entre le temps t et
le temps t 4 dt, I’accroissement de la population est proportionnel au temps écoulé dt et a
f(x(t)), ou f est une fonction de croissance. On a donc

z(t+dt) = x(t) + f(z(t))dt,
soit
x(t + dfli —z(t) — falt).
En faisant dt — 0, on obtient I’équation différentielle ordinaire (EDO)
'(t) = f(x(t)).
En adjoignant une condition initiale, on obtient

{x'(t) = f(x(t))

z(0) = x9 > 0 donné

qu’on appelle probléme de Cauchy (=1 EDO +1 condition intiale).

Exemple 8.1.1 (EDO linéaire autonome). Croissance linéaire f(x) = rx avec r constante
réelle. En anticipant un peu

r_
la solution du pb de Cauchy e est  x(t) = e,
z(0) = z9 > 0 donné
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[ S S N e
—etg — —_—

FIGURE 8.1 — A gauche : 2’ = x, en rouge la condition initiale 2(0) = 0.2, cf Exemple
A droite : 2’ = z(1 — x), en rouge la condition initiale z(0) = 0.2, cf Exemple

Sir <0, z(t) = 0 quand t — 400 (extinction), cf Figure gauche. En revanche sir > 0,
x(t) = 400 quand t — 400 (explosion).

Noter que, si r > 0, le seul zéro de la fonction de croissance linéaire est zéro. Noter aussi
que, si r > 0, la fonction de croissance linéaire n’est pas majorée sur [0, +-o00[ signifiant que
les ressources pour cette population sont illimitées. Cela n’est pas trés réaliste et conduit a
I’explosion.

Exemple 8.1.2 (EDO non linéaire autonome). Croissance logistique f(x) = rz(l — x) avec
r > 0 constante donnée. En anticipant un peu

rt

¥ =rz(l—ux) xo€e

est  x(t)

la solution du pb de Cauchy = —.
x(0) = xy > 0 donné 1 —a9+ zoe”

On a x(t) = 1 quand t — 400 (survie avec saturation), cf Figure droite. 1 est la capacité
biotique (normalisée) de la population.

A noter que la fonction de croissance logistique est proche de rx lorsque x est voisin de
zéro mais, quand x grandit, le terme (1 — z) agit comme une pénalisation, modélisant la
compétition entre les individus pour les ressources disponibles. Noter enfin que f(0) = 0 mais
aussi f(1) =0...

Enfin, on peut imaginer que le taux de croissance ou la force de la compétition sont des
grandeurs qui dépendent du temps (par exemple de maniére périodique pour modéliser les
saisons).

Exemple 8.1.3 (EDO non autonomes). Voici quelques modéles linéaires avec coefficients
dépendant du temps

o= (2+cost)z, 2’ =(1+tHz, 2 =3z+0bt),
et quelques modéles non linéaires avec coefficients dépendant du temps
¥ =(2+cost)z(l —z), 2 =z(1—(2+cost)z)

qu’on discutera en cours.

Dynamique de deux populations

On consideére ici deux populations mesurées par z(t) et y(t) pour ¢ > 0. On va écrire trois
systémes différentiels non linéaires pour trois situations différentes.
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Exemple 8.1.4. [ci z(t) est une proie (des lievres par ex.) et y(t) son prédateur (des lynz
par ex.). On peut modéliser cela par le systéme de Lotka-Volterra (normalisé) :

[ .
v =z(l-y) PROIE-PREDATEUR
y =ry(=1+ux)

ot v > 0 est une constante. En l’absence de prédateurs, les proies croissent linéairement ; le
terme NON LINEAIRE —xy représente la prédation (négative pour les proies!). En l’absence
de proies, les prédateurs décroissent linéairement ; le terme NON LINEAIRE +rxy représente
la prédation (positive pour les prédateurs!).

Exemple 8.1.5. Ici z(t) et y(t) sont deux populations (homme de Néandertal contre Homo
sapiens ; écureuils invasifs contre écureuils indigénes...) et en compétition pour les ressources
(la nourriture...). On peut modéliser cela par le systéme (normalisé) :

/ — 1 _ _
v=rll=e=a) oo vprTITION
y' =ry(l —y - fr)

o aw > 0,7 >0 et § >0 sont des constantes. En ’absence de 'autre population, chaque
population croit de maniére logistique (termes x(1—x) et ry(1—1y)). De plus, par compétition,
x(t) “freine” y(t) (terme —Bx dans la parenthése) et y(t) “freine” x(t) (terme —ay dans la
parenthése). La question est “quelqu’un gagne t il la compétition ? si oui qui ?”...

Exemple 8.1.6. Ici z(t) et y(t) sont deux populations qui s’entraident (termites et microor-
ganismes digérant la cellulose, crocodiles et pluvians du Nil...). On peut modéliser cela par le
systéme (normalisé) :

/
w= el = et a) gy p105E, MUTUALISME
y' =ry(l —y+ px)
o aw > 0,7 >0 et § >0 sont des constantes. En ’absence de 'autre population, chaque
population croit de maniere logistique (termes x(1 — x) et ry(1 —y)). De plus, par symbiose,
x(t) “aide” y(t) (terme 4Pz dans la parenthése) et y(t) “aide” z(t) (terme +ay dans la
parenthése).

Les trois systémes non linéaires ci dessus sont autonomes mais on peut évidemment imaginer
que certains coefficients (un taux de croissance ou un taux de compétition par exemple)
dépendent du temps...

Notons qu’une écriture “unifiée” pour les EDO rencontrées jusqu’a présent est
X,:f(taX)v (81)

ou X est la fonction inconnue, de la variable réelle ¢, a valeurs dans R™ (par ex. pour une
population n = 1 et on note alors plutét x, mais pour deux populations n = 2 et on note
X = (z,9)...), et f une fonction de la variable temporelle ¢ et de la variable d’état X. Si f ne
dépend pas de t alors 'EDO

X'=f(X)

est dite autonome.
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En physique

On peut évidemment rencontrer des EDO ou interviennent les dérivées d’ordre supérieur de
la fonction inconnue. Par exemple, en mécanique, si z(t) mesure la position d’un mobile alors
la relation fondamentale de la dynamique conduit & des EDO ou intervient ’accélération qui
n’est autre que z”(t).

Exemple 8.1.7. (EDO linéaire autonome) Si on accroche une masse m > 0 (assimilée a un
point) & un ressort de raideur k > 0, alors la position z(t) de la masse est régie par ’EDO du
second ordre

k
'+ —z =0,
m

qui devient un probléeme de Cauchy si on adjoint la position initiale z(0) ET la vitesse initiale
2/(0). Si 2(0) = 2/(0) = 0 il ne se passe rien, sinon ¢a “oscille”...

Exemple 8.1.8. (EDO non linéaire autonome) L’équation du pendule simple est

0" + I sing = 0,
l
qui devient un probléme de Cauchy si on adjoint l’angle initial 0(0) ET la vitesse angulaire
initiale 6'(0).

Evidemment on peut aussi avoir des coefficients qui dépendent du temps.

Notons enfin que les deux exemples ci dessus sont des “EDO du second degré avec inconnue &
valeurs réelles” mais qu’on peut (cf cours) les écrire comme des “EDO du premier ordre avec
inconnue & valeurs dans R?”.

Ainsi, quitte & payer sur la taille de la solution, on pourra toujours abaisser le degré d’une
EDO pour la mettre sous la forme , forme pour laquelle nous avons maintenant besoin

d’une théorie...

8.2 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz

On se donne donc un intervalle ouvert I de R et £ un ouvert de R™ (n > 1). On se donne une
fonction
f:IxQ—R™
On s’intéresse a 'EDO
X' = f(t,X). (8.2)
Une solution de 'EDO (8.2) est un COUPLE (J, X) ou J C I est un intervalle (d’intérieur

non vide) ET X : J — Q C R” une fonction dérivable telle que, pour tout ¢ € J on a
X'(t) = f(t,X(t)) (noter 'aspect local).

Définition 8.2.1. Soient (Ji,X1) et (Jo, X2) deux solutions. On dit que (J2, X2) est un
prolongement de (J1, X1) si
J1 C Jy et X1 = Xo sur Ji.

On dit que (J, X) est une solution mazimale si elle n’est pas (strictement) prolongeable.
On dit que (J,X) est une solution globale si J = 1.

Pour tg € I et Xy € €2, on s’intéresse au probléme de Cauchy

{X’ = f(t, X)
X (to) = Xo.
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Une solution du probléme de Cauchy (8.3) est un COUPLE (J, X) ot J C [ est un intervalle
(d’intérieur non vide) contenant tg ET X : J — Q C R™ une fonction dérivable telle que, pour
tout t € J on ait X'(t) = f(¢, X (t)) (noter l'aspect local) et X (t9) = Xo.

Définition 8.2.2. Soit f: I x Q — RP, avec I un intervalle ouvert de R, € un ouvert de R"
(n>1), etp>1.

On dit que f est lipschitzienne par rapport a la variable d’état X sur I x§2 si on peut trouver
un réel k > 0 tel que

||f(t7 Xl) - f(ta X?)H < kHXl - X2”7 vt € I,\V/(Xl,XQ) € QZ‘

On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a la variable X sur I x ) si pour tout
point (to, Xo) dans I x Q on peut trouwver un voisinage de ce point tel que f soit lipschitzienne
par rapport & la variable X sur ce voisinage : pour tout (to, Xo) € I xS, il existe e = €4y x, > 0
et k = ki x, > 0 tels que

Hf(t,Xl) — f(t,XQ)H < kHXl — XQH, Vit E]to —e,tg+ 8[,V(X1,X2) S B(Xo,E).

Exemple 8.2.3. Quid de v + z sur R? x + 2% sur R ? x + \/x sur [0, +oo| (qui certes
n’est pas ouvert) ? (t,z) — tx sur R x R 2 (t,z) — t?> + arctanz sur R x R 2

Exemple 8.2.4. Si f est de classe C' sur I x Q alors elle est localement lipschitzienne par
rapport a X.

Voici le résultat fondamental concernant 1’existence et I'unicité de la solution maximale du
probléme de Cauchy (8.3)).

Théoréme 8.2.5 (de Cauchy-Lipschitz). Soit I un intervalle ouvert de R. Soit tg € I.
Soit Q un ouvert de R™. Soit Xo € Q2. Soit f: I xQ — R™ une fonction continue et localement
lipschitzienne par rapport a X sur I x Q.

Alors le probléme de Cauchy

X' =f(t,X)

X(to) = Xo
admet une unique solution mazimale (J,X), et J est un intervalle ouvert. De plus, cette
solution est de classe C* sur J.

Preuve. La preuve repose sur la mise du probléme de Cauchy sous forme intégrale, et se fait

en trois temps : les Lemmes [8.2.6] [8.2.7], [8.2.8]
Lemme 8.2.6 (Existence locale). Il existec > 0 et X : [to — &,t0 + €] — 2 tel que (J, X) est
—_—

=:J

solution de probléme de Cauchy.

Lemme 8.2.7 (Unicité locale). Si (J,X) est une autre solution du probléme de Cauchy, alors
il existe 0 < &€ < e tel que X = X sur Jtg — &,to + £[.

Lemme 8.2.8 (Unicité, du local vers le maximal). Si (J1, X1) et (J2, X2) sont deuz solutions
du probléeme de Cauchy avec Jy et Jo ouverts, alors X1 = Xo sur J1 N Js.

La conclusion se fait ainsi : grace aux Lemmes [8.2.6] et [8.2.7] on peut, en “recollant” toutes
les solutions locales, construire une solution maximale (J*, X™*) qui prolonge toutes les solu-
tions locales. De plus, J* est forcément ouvert (sinon on peut, grace aux Lemmes et
8.2.7| prolonger strictement (J*, X*) niant ainsi son caractére maximal). Enfin, I'unicité de
la solution maximale est fournie par le Lemme [8.2.§] O

Le Lemme [8.2.7] est une conséquence assez directe du Lemme de Gronwall qui, supposant
une estimation implicite dite a priori, fournit une estimation explicite.
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Lemme 8.2.9 (Lemme de Gronwall). Soit ¢ : [a,b[— R continue et a valeurs positives. St
x : [a,b[— R continue vérifie, pour une constante C > 0,

¢
z(t) < C +/ o(s)x(s)ds, Va <t <b,

alors )
x(t) < Cela “"(S)ds, Va <t < b.

8.3 Premiéres conséquences

On se place ici sous les hypothéses du Théoréme de Cauchy Lipschitz qui implique, entre
autres, que :

e une solution maximale est définie sur un intervalle ouvert.

e deux trajectoires distinctes ne peuvent pas se couper (cf Figure st (J, X1) et (J, X2)
sont deux solutions de ’EDO et s'il existe tg € J tel que X (tg) = Xa(tp) alors X1 = Xy
sur J.

e dans R (ici n = 1) les trajectoires sont ordonnées (cf Figure :si (J, 1) et (J,x2) sont
deux solutions de 'EDO et s'il existe tyg € J tel que z1(tg) < xa(to) alors x1(t) < za(t)
pour tout t € J.

On peut ainsi justifier certains calculs formels faits en Section [8.I] Par exemple, prenons
une équation autonome
o' = f(x),
avec f : Q@ C R — R. Sil € Q estun zéro de f, cad f(I) = 0, alors la fonction constante
égale a [ est une solution globale de 'EDO 2’ = f(x), on dit que [ est un équilibre de 'EDO.
Par suite la solution maximale du probléme de Cauchy avec donnée initiale différente de [ ne
prendra jamais la valeur [.

Exemple 8.3.1. La solution mazimale du probleme de Cauchy x' = x, x(0) = zg avec xg # 0
ne s’annule jamais. On peut donc écrire % =1 puis intégrer...

Exemple 8.3.2. La solution mazimale du probléme de Cauchy ' = x(1 —x), 2(0) = x¢ avec
xg # 0 et xg # 1 ne s’annule jamais et ne vaut jamais 1. On peut donc écrire a:(f"_x) =1 puis
intégrer...

Le Théoréme de Cauchy Lipschitz permet également de donner des propriétés de la
solution maximale.

Exemple 8.3.3. Pour g : R — R localement lipschitzienne sur R, montrer que la solution
mazimale du probleme de Cauchy z' = tg(x), (0) = 1 est définie sur un intervalle J symé-
triqgue par rapport a zéro, et qu’elle est paire.

8.4 Explosion en temps fini

Le Théoréme [8:2.5] de Cauchy Lipschitz fournit une solution maximale définie sur J C I et
est donc un résultat local : rien n’indique que la solution maximale est globale.

Exemple 8.4.1 (Solution non globale). La solution maximale du probléme de Cauchy

z =2

z(0) = 1,
se calcule, z(t) = L, et n'est définie que sur | — oo, 1[. On a explosion en temps fini :
x(t) — +oo quand t — 17, cf Figure .



54 CHAPITRE 8. THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ

I F
——— S—

_3——>———> = = e ! __y———>——'2
s e e T

e

FIGURE 8.2 — 2/ = 22, en rouge la condition initiale z(0) = 1, cf Exemple

Lorsque Q = R" la situation de I'exemple ci dessus est “générique”.

Théoréme 8.4.2 (Explosion en temps fini). Soit f : I x R"™ — R"™ continue et localement
lipschitzienne par rapport a la variable d’état X. Soit (J =|a, B[, X) une solution mazimale
de X' = f(t,X). Alors

1. si B <supl alorslim;_,z- [| X (t)|| = +o0.
2. siinf I < « alors limy_, o+ [| X (¢)|| = +o0.

Par contraposée, le Théoréme [8:4.2 nous dit parfois que la solution maximale est globale :
par exemple si f est bornée I x R", cf Exercice [8.5.7]

Exemple 8.4.3. Soit le probleme de Cauchy

Sa solution mazimale x est définie sur un intervalle ouvert |a, B contenant 0. Supposons
B < 400 et montrons qu’on peut prolonger au dela de 8. Déja ' = e ™ > 0 donc x est
croissante sur o, B]. Comme x(0) = 0, x est positive sur [0, B]. Par suite 2’ = e~ < 1 donc,
par intégration x(t) < t, tout ceci sur [0,5[. Ainsi x est croissante et majorée (par [3) sur
[0, B[, ce qui contredit le Théoréme d’explosion en temps fini. Par suite § = +00. De la
méme facon, « = —oo et la solution mazximale est définie sur R.

Théoréme 8.4.4 (de Cauchy Lipschitz global). Si f : I x R™ — R"™ est continue et (globa-
lement) lipschitzienne par rapport a X, alors les solutions mazimales de X' = f(t,X) sont
globales.

Signalons enfin que, lorsque  # R"™ la notion d’explosion en temps fini est remplacée par
la notion de “sortie de tout compact en temps fini”.

Théoréme 8.4.5 (Sortie de tout compact). Soit f : I x & — R" continue et localement
lipschitzienne par rapport a la variable d’état X. Soit (J =|a, B[, X) une solution mazimale
de X' = f(t,X). Alors
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1. st B < supl alors X sort de tout compact de Q0 au voisinage de B8 : pour tout compact
K C Q, il existe e > 0 tel que

X(t) ¢ KVt €|f—e,p].

2. siinf I < a alors conclusion “similaire”.

Exemple 8.4.6. Application au probleme de Cauchy x' = —1, 2(0) = 1.

z

8.5 Exercices

Des cas ot on peut calculer...

Exercice 8.5.1. Calculer la solution maximale du probléme de Cauchy

Exercice 8.5.2. Trouver la solution mazximale des problémes suivants

2 = 3222 x = 3252
z(1) =0, z(0) = 1.

Exercice 8.5.3. Résoudre sur un intervalle a préciser

zr' =1
2
{x(()) =1

Exercice 8.5.4. Justifier que la solution maximale de

' = x|
{x(O) =1,

ne peut s’annuler, puis la trouver.

Exercice 8.5.5. On considére le modéle de population de Gompertz, dans lequel I’évolution
de la population N(t) considérée est décrite par l’équation N'(t) = rN(t)InN(t), o r est
une constante donnée. Donner une expression de la population en fonction de la population

initiale N (0) = No > 0.

Exercice 8.5.6. Montrer que, pour tout a > 0, la fonction

0 ¢
ma(t)::{ sttt < «

(t—a)? sit>a,

est solution globale d’un méme probléeme de Cauchy. Pourquoi n’est ce pas en contradiction
avec le Théoreme 8.2 de Cauchy-Lipschitz ?
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Etudes qualitatives

Exercice 8.5.7. Soit f une fonction continue sur I x R™ et localement lipschitzienne par
rapport a X. On s’intéresse au probleme de Cauchy

{X’ = f(t, X)
X(to) = Xo.

On suppose que f est bornée sur I xR™. Montrer alors que la solution maximale est globale, cad
définie sur I tout entier (raisonner par 'absurde, utiliser la formulation intégrale, et conclure
grace au théoréme d’explosion en temps fini).

Exercice 8.5.8. Montrer que le probléme de Cauchy

;1 —z2sin?¢
r =7t
z(0) =1,

admet une unique solution maximale, puis que celle ci est définie sur R tout entier (utiliser
I’Ezercice . Montrer que, lorsque t — +o00, x(t) tend vers un réell, et que 1 <1 <1+ 7.

Exercice 8.5.9. On consideére le probleme de Cauchy

.’I:/ — t2 + x2
x(0) = 0.
Justifier l’existence d’une unique solution mazimale x.

Montrer que x est une fonction impaire et de classe C*°.

FEtudier la monotonie et la convexité de x.

e e o~

On suppose x définie sur [0,+oo[. Montrer que H%(Qtzt) > 1 pour tout t > 1. Montrer,

en intégrant, que c’est impossible. En déduire que x est définie sur un intervalle borné
de R.

5. Dresser le tableau de variation de x.

Exercice 8.5.10. On considére le probléme de Cauchy

{20

1. Justifier l’existence d’une unique solution mazimale x.

2. En observant que
¢
z(t) = o +/ cos(sxz(s))ds
0
montrer que x est définie sur R entier.

Exercice 8.5.11. On prend f : R —]0, +oo| de classe C' sur R et on suppose que % € LY(R),

/— }
U < .

Pour xg € R donné montrer que la solution mazximale du probléme de Cauchy

{rol

est définie sur| — Tin, Tmaz| avec Thin €t Tinax deuz réels positifs a préciser (en fonction de
la non linéarité f et de la donnée initiale xo). Donner des exemples d’application.
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Exercice 8.5.12 (Variation sur les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz). Soit U un
ouvert de R x R™ (la premiére variable représente le temps, mais U n’est pas nécessairement
le produit d’un intervalle par un ouvert) et f : U — R™ une fonction de classe C*. Soit
(to,xo) € U. On considére le probléeme de Cauchy

{ X' = f(t, X)
X (to) = Xo.

1. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I contenant tg et une fonction dérivable ¢ :
I — R™ tels que
(a) p(to) = Xo,
(b) vt e I, (tp(t) € U,
(c) YVt e 1,¢'(t) = f(t,p(t)).

2. Soit J un autre intervalle ouvert contenant tg et ¥ : J — R™, dérivable, vérifiant les trois
conditions de la question précédente. Montrer que p\iny = Y|y (on pourra considérer

t1, le plus grand t > to dans I N J tel que @(t) = (t) et appliquer le théoréme de
Cauchy-Lipschitz “usuel” au voisinage de ce point).

3. En déduire que le probléme de Cauchy posséde une unique solution mazximale.

1

Exercice 8.5.13. On consideére la fonction (t,z) — 175

définie sur l'ouvert
U={(tz)tx# -1} C R%

1. En utilisant l’exercice précédent, montrer que le probléme de Cauchy

1
a’ T 1+t
z(0) =0

posséde une solution mazximale unique x.
Montrer que cette solution x est impaire et croissante.

o t o .
Montrer, en considérant fo 2'(s)ds, que x est définie sur R entier.

Justifier Uexistence d’une limite | = limy_, o z(t), ot 1 € RT U {400}.

5. Montrer, en considérant fot 2'(s)ds, que | = +o0.

Exercice 8.5.14. On considére ’EDO
(E) : ' =t 4 2?

1. Quel est le lieu des points ou les solutions de (E) présentent une tangente horizontale ¢

2. Décrire le lieu des points d’inflexion.

Exercice 8.5.15. On considére l’équation différentielle
(E) : tr' =t 4+ 2% sur]0,+ool.

1. Soit x1 € R, montrer qu’il existe une unique fonction x définie sur un intervalle
J =]a, B[C]0, +o0[ contenant 1, solution mazimale de l’équation différentielle (E) et
vérifiant x(1) = x1.

2. Montrer que,

vtepp, —0 %

>
14+ x(t)? —
Montrer, en intégrant cette inégalité, que B < +o00.

3. Etudier le comportement d’une solution mazimale auz bornes de l'intervalle Ja, B[. On
distinguera les possibilités o = 0 et o > 0.



Chapitre 9

Equations différentielles linéaires

On reprend ici le cadre du chapitre précédent, a savoir X’ = f(t, X), mais on s’intéresse au
cas ou

F(t,X) = A()X + B(1),

avec t € I, A(t) un endomorphisme de R™ (ou, par extension, une matrice carrée de taille
n), B(t) un vecteur de taille n (ou, par extension, une matrice colonne de hauteur n). On dit
alors que I’équation différentielle est linéaire (méme si on devrait dire affine). Il s’avére que, en
supposant simplement la continuité de t — A(t) et de t — B(t), le théoréme de Cauchy-
Lipschitz s’applique et que, en cadeau bonus, la solution maximale est globale! Un deuxiéme
avantage est que, contrairement aux équations non linéaires, on sait décrire la structure de
I’ensemble des solutions de 'EDO et on a, dans quelques cas, des stratégies “définitives” pour
calculer les solutions de 'EDO ou la solution d’un probléme de Cauchy linéaire...

9.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire
Théoréme 9.1.1 (de Cauchy-Lipschitz linéaire). Soit I un intervalle ouvert de R. Soit

to € I. Soit Xog € R™. Soit A: I — L(R™) et B: I — R" deux applications continues sur I.

Alors le probléme de Cauchy linéaire

{ X' = A(t)X + B(t) 9.1)

X (to) = Xo.
admet une unique solution maximale qui, de plus, est globale.

Notons que 'EDO X’ = A(t)X + B(t) peut s’écrire sous la forme d’un systéme :

xl, = ap1(t)x1 + -+ app(t)zy + by (t),

bi(t) z1(t)
ot A(t) = (aij(t))i<ij<n, B(t) = o X() = :

o8
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9.2 L’espace affine des solutions

A I’équation

on associe I’équation dite homogéne

Alors

1. L’ensemble des solutions de (H) est un sous espace vectoriel de dimension n de C(I).
Pour le déterminer, il nous faut donc n solutions Vi,. .., V,, linéairement indépendantes.

2. On cherche une solution Z de (E); on parle d’une solution particuliére de (E). Dans
les cas les plus favorables, on “voit” une solution particuliére évidente; sinon on peut
utiliser la méthode de variation des constantes...

3. Les solutions de ’équation (F) sont alors obtenues en sommant les solutions
de I’équation homogéne (H) et la solution particuliére Z trouvée.

4. Enfin, si on cherche a résoudre le probléme de Cauchy (9.1)), il faut, parmi toutes les
solutions de (F) obtenues au point 3., sélectionner celle qui vérifie la condition initiale
X (tg) = Xo, en ajustant les n constantes qui étaient “libres”.

Exemple 9.2.1. Résoudre le probleme de Cauchy
' =tr—t
z(0) = 3.
Il faut bien comprendre que tout cela est “théorique” car, en général, dés le point 1. on ne
sait pas trouver les Vi,..., V, 11!
Il y a cependant quelques cas favorables que nous étudions en détails ci-dessous.
9.3 Equations linéaires scalaires (n = 1)

On se place ici dans le cadre des fonctions a valeurs réelles, cad n = 1, et on utilise les
notations A(t) = a(t), B(t) = b(t) et X(t) = z(t).

9.3.1 Ordre 1
On rappelle ici comment on résout I’équation différentielle du premier ordre
(E) 2’ = a(t)z +b(t),

ola:l —Retb: I — R sont continues.

1. Les solutions de I’équation homogéne

sont les fonctions de la forme ¢ — AeA® ot A est une primitive de a sur I et A un réel
arbitraire.
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2. Si on n’a pas de solution particuliére évidente de (E) alors on en cherche une sous la

forme
2(t) = AM(t)e®  (méthode de variation de la constante).

En traduisant que z est solution particuliére on obtient X (t) = b(t)e=4® et on choisit
donc A(t) = fti) b(s)e=4®)ds. Une solution particuliére est donc donnée par

t
z(t) = eA(t)/ b(s)e ) ds.

to

Les solutions de (F) sont donc les fonctions de la forme :

t
t = Aet® 4 AW [ p(s)e= A s,
to

oll A € R est arbitraire.
Si on veut résoudre le probléme de Cauchy avec la condition initiale z(tg) = z¢ on doit

avoir A\ = e_A(tO):zo et la solution est donc
t
t s et =Al) 4 AWD [ p(5)e=A0) g,
to

Exemple 9.3.1. Résoudre les problemes de Cauchy suivants

9.3.2 Ordre 2

On cherche ici & résoudre 'EDO linéaire du second ordre

(E) : 2" +u(t)r +v(t)z = w(t),

ot u,v,w : I — R sont continues.
x(t . , . s
(*) ) on rameéne 1’équation diffé-

Souvenons nous qu’en posant y(t) = 2/(t) et X (t) = ( u(t)
rentielle scalaire du second ordre (F) a I’équation linéaire du premier ordere (en payant sur

la taille de la solution, maintenant égale a 2)

et on sait que le Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire s’applique. Notons encore que pour
faire de (F) un probléme de Cauchy, il faut imposer la valeur de z ET de 2/ en un point

tg € I, soit
2" +u(t)zr +o(t)r = w(t)
x(tp) donné
2/ (tg) donné.
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1. Equation homogeéne (H) : 2" + u(t)z’ +v(t)zr =0

Les solutions de 'équation homogéne
(H): 2" +u(t)z’ +v(t)x =0,

forment un espace vectoriel de dimension 2. Autrement dit si hA; et ho sont deux solutions
linéairement indépendantes alors toutes les solutions sont de la forme Ajhy 4+ Aghso avec Aq
et Ao des réels arbitraires. En général on n’est pas capables de déterminer hy et hs... Citons
cependant 2 cas favorables :

e L’équation est a coefficients constants :

(H): 2" + vz’ + vz =0,
avec u et v deux réels donnés. L’équation caractéristique associée est :
P(r) =7 +ur+v=0.

Notons A son discriminant. On a les trois cas :
— Si A > 0, alors I’équation caractéristique a deux racines réelles distinctes notées r1 et
r9. Les solutions de (H) sont alors les fonctions de la forme

t = A\ett 4+ Nge™t

oll A\1, Ay sont deux constantes réelles.
— Si A = 0, alors ’équation caractéristique a une racine réelle double notée ry. Les
solutions de (H) sont alors les fonctions de la forme

t = (A1t + Ag)e™f,

oll A1, Ay sont deux constantes réelles.

— Si A < 0, alors I’équation caractéristique a deux racines complexes distinctes et conju-
guées, disons a + i et o — i3, avec « et [ réels. Les solutions de (H) sont alors les
fonctions de la forme

t > e (A1 cos Bt + Agsin Bt),

ol A1, A2 sont deux constantes réelles.

Exemple 9.3.2. Résoudre 2 +22' — 32 =0, 2" + 22 +x2 =0, 2" — 22/ + 22 = 0.

e On a la chance de connaitre une solution h de (H) car elle est évidente ou car on a
travaillé avec des séries entiéres ou car je ne sais quoi... Alors la technique est la suivante : on
cherche une deuxiéme solution sous la forme z = zh. En injectant dans ’équation on obtient
que z est solution de (H) si 2’ est solution d’une équation différentielle scalaire du premier
ordre. On résout cette équation pour déterminer 2’ puis, par intégration, on détermine z ; ainsi
on dispose d’une deuxiéme solution x = zh et donc de notre base de ’espace des solutions.

Exemple 9.3.3. Résoudre sur]0, +o0[ I’équation :r”—x’—i—%a: = 0. On remarque que hy : t — t
est solution évidente. On pose x(t) = tz(t). On obtient z” — 2’ + Tx = t2"" + (2 — t)2'. Par
résolution de l’équation tv'+(2—t)v = 0 on Obtiezzt 2'(t) = f—; ; on choisit donc z(t) = flt Z—Zdu.
Ainsi on a une deuxiéme solution ho : t — tflt Sydu. Les solutions sont donc les fonctions de
la forme t — Ayt + Aot flt Z—;du.
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2. Solution particuliére de (E) : 2" 4+ u(t)2’ + v(t)z = w(t)

Comme d’habitude si on a une solution particuliére évidente on s’en saisit! Sinon on en en
cherche une sous la forme z = A{h1 + Aahs ot A1 et Ao ne sont plus des constantes mais des
fonctions. On IMPOSE la condition \jh1 + Ayho = 0. Dans ces conditions on obtient que z
est solution si Ajh} + Ayhl, = w. En résolvant le systéme

h1>\,1 + hg/\é =0
RN + WO, = w,

on détermine (A}, \}) puis, aprés intégration, (A1, A2) ce qui donne donc la solution particuliére

2z = AMhi + A2ho.

Exemple 9.3.4. Résolvons sur |0, +oo[ I"équation (E) : t2x" — 2ta’ 4+ 22 = 2 + 2t3sint.

On remarque que hy : t — t et hy : t — t> sont 2 solutions linéairement indépendantes de
Uéquation homogéne dont les solutions sont donc de la forme t — at + Bt2, avec a et B des
réels arbitraires.

Cherchons une solution particuliére a (E) sous la forme

2(t) = alt)t + B(t)t2
On aboutit alors au systéme

ta!(t) +t28'(t) = 0
o/ (t) +2tB'(t) = & + 2tsint.

Sa résolution conduit a o/ (t) = —t% — 2tsint et f'(t) = t% + 2sint. En primitivant (besoin
d’une IPP pour ) on a a(t) = 2 — 2sint + 2t cost et B(t) = —t% —2cost, d’ou une solution
particuliere donnée par zo(t) = (2 — 2sint + 2t cost)t + (—t% —2cost)t? =1 — 2tsint.

Bilan : les solutions sont données par

z(t) = at 4+ Bt* + 1 — 2tsint.

Remarque 9.3.5. Lorsque I’équation est a coefficients constants et que le second membre est
“sympathique”, on sait sous quelle forme chercher une solution particuliére. Ainsi, face a

(E) : az” + bx' + cx = d(t),

avec a # 0, b et ¢ des réels donnés, on note P(r) = ar? +br + c et le tableau suivant (qu’il ne
faut pas apprendre!) nous indique sous quelle forme chercher une solution particuliére.

Second membre d(t) Solution particuliére
Polynéome de degré ¢ ET ¢ # 0 polynéme de degré q
Polynéme de degré ¢ ET ¢ =0 polyndéme de degré q + 1
Ae ET o non racine de P Cet

Ae®t ET « racine simple de P Ctet

Ae™ ET o racine double de P Ct2ect

Acos(mt) + Bsin(mt) ET im non racine de P | C cos(mt) + D sin(mt)
Acos(mt) + Bsin(mt) ET im racine de P Ct cos(mt) + Dt sin(mt)

ot C et D sont des constantes & déterminer.

Exemple 9.3.6. Résoudre 2" + x = sin(2t).
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9.4 Systémes linéaires (n > 2) a coeflicients constants

On suppose ici n > 2 et que A : I — L(R™) est constante. On s’intéresse donc a 1’équation
X' = AX + B(t),

ot A est une matrice (constante) de My, (R) et ot B : I — R" est continue.

Petit rappel d’algébre linéaire : on peut définir 'exponentielle d’une matrice. On prouve
que e” et A commutent, que e est inversible d’inverse e~*A. On prouve également que t €
R — et4 € M, (R) est dérivable de dérivée t € R — Aett € M,,(R).

9.4.1 Equation homogeéne (H) : X' = AX
Théoréme 9.4.1 (Résolution de X' = AX). Les solutions sur R de X' = AX sont les

fonctions de la forme t — e!AC on C' € R™ est arbitraire.

Preuve. Si X est solution alors (e 7AX) = —Ae X 4 e MAX = e MA(—AX + X') =0
donc e X est une colonne constante C puis X = e*AC. Réciproquement on vérifie que ces
fonctions conviennent. O

Pour résoudre I’équation homogeéne il “suffit” donc de calculer e*A. Des outils existent pour
cela (décomposition de Dunford-Jordan par exemple) et on renvoie au cours d’algébre linéaire.
On va simplement considérer ici le cas trés favorable ou A est diagonalisable, ce qui permet
de se ramener & calculer des exponentielles de réels, ce qui est bien plus agréable.

Commencons par observer que si D = Diag()\q,...,\,) est une matrice diagonale alors
e!P = Diag(eM, ..., e M?) et donc

X(t) = (l‘l(t) =aieM L, (t) = ane’\"t> avec o; € R;1 < i <.
De toute facon, dans ce cas, le systéme différentiel X’ = DX est constituée de n équations
différentielles linéaires découplées (1 < i < n)
m; = \x;,
qui se résolvent tranquillement en (1 <i < n)
x;i(t) = ;e avec a; € R.
Si A est diagonalisable alors, en changeant de base, on se raméne & un tel découplage.

Corollaire 9.4.2 (Cas trés favorable : A est diagonalisable). Si A est diagonalisable
dans R, on note A1, ..., \, ses valeurs propres réelles et X1,...,X,, les vecteurs propres réels
associés. Alors les solutions sur R de X' = AX sont les fonctions de la forme

t— aq et’\le + o4 ap et)\an
—— ——
=V1(¢) =Va(t)
avec aq,. .., 0, des réels arbitraires.

Exemple 9.4.3. On résout
' =2z + 3y
Yy =—x—2y.

—

Les valeurs propres de A = ( _? _; ) sont 1 et —1 associées a < _? ) et ( _1 > Les

solutions sont donc
:z:(t) =« 3 e+ o 1 et
yt) )~ P\ =1 2\ -1 '
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Il peut aussi étre utile “d’aller faire un tour dans C”, puis de ‘revenir dans R” & la fin... Par
exemple si n = 2, supposons que la matrice réelle A soit diagonalisable dans C. Notons 61,
0 ses deux valeurs propres complexes conjuguées et Z1, Zy les vecteurs propres complexes
conjugués associés. Alors les solutions & valeurs C? (temporairement) de X’ = AX sont de la
forme

t— a1€t01Z1 + O£2€t9222

avec aq, ag des complexes arbitraires. Maintenant, comme etf2 oy = et Z1, pour retourner aux
solutions & valeurs R?, on doit avoir @ = «;. En notant oy = a +ib, ay = a —ib, 1 = c+id,
0y = ¢ — id on arrive, aprés quelques calculs, aux solutions & valeurs R? de X’ = AX. Elles
contiennent des termes exponentiels e (amortissement si ¢ < 0, amplification si ¢ > 0, pas
d’effet si ¢ = 0) et des termes d’oscillations cos(dt), sin(dt), et les deux constantes réelles
libres sont a et b, cf exemple ci-dessous.

Exemple 9.4.4. On résout

/

' =2x + 3y
y =—x—y.

Les valeurs propres sont cette fois complexes : —j = % —1 associées a

j—1 2 —1
< J > et < J 1 ) Les solutions a valeurs C2 sont donc

1
(1) (771 (P 1)

avec a, ay complexes. Si on veut les solutions a valeurs R? il faut que a3 = o. En posant
a1 = a + b, on trouve, aprés quelques calculs,

< x(t) > —a( —3cos§t+\/§sin§t ) et/2+b< —3sin§t—\/§cos§t ) o2

2 cos @t 2sin ?t

9.4.2 Equation (E) : X' = AX + B(t)

Pour trouver une solution particuliére a I’équation X’ = AX + B(t) on “fait varier la constante
C” : on écrit
Z(t) := (1),

et on veut que Z soit une solution particuliére de (£). En injectant dans I’équation, on voit
qu'il faut e*AC’(t) = B(t) et on choisit donc

C(t) = /tt e *AB(s)ds,

0
ou ty € I. Une solution particuliére de (E) est donc
t
Z(t) = etA/ e *AB(s)ds.
to

Les solutions de (E) sont donc les fonctions de la forme

t
t— e —|—et“4/ e *AB(s)ds
les sol. de (H) *o

une sol. part. de (E)
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ou C € R™ est arbitraire.
Si on veut résoudre le probléme de Cauchy avec la condition initiale X (tg) = Xg, on doit
choisir C' = e A X et la solution est donc

t
t s et A X, 4 etA/ e *AB(s)ds.

to

Exemple 9.4.5. On résout sur |0, 4o00] le probleme de Cauchy

o= —dx -2y + 25
Yy =6z + 3y — 75

(1) =2(1 +In(e — 1))e?
y(1) = =3(1 +In(e — 1))e L.

1. Comme ci dessus on trouve les solutions de [’équation homogéne (H) ; elles sont données

(58 )=en (2 ) v )

2. On cherche une solution particuliére de (E) : la variation des constantes aq <— a1 (t) et
ag  ao(t) conduit au systéme

_3
—1>

/ —t . 2
a) +2e oy = 555

/ —t o)
—2a7 —3e g = —

qu’on résout en oy (t) = 0 et ay(t) = ef—il On choisit donc ay(t) = 0 et az(t) = In(el—1)

d’ot une solution particuliére :

£ In(e — 1)( _; >e—t.

3. Les solutions de (E) sont donc données par

(50) = (3 rmmemny (3)

4. Les conditions initiales imposent cy = 0 et ag = 1. La solution du probléeme de Cauchy

est donc
( igg ) = (1+In(e' = 1)) < > >€t'

9.5 Exercices

Ordre 1

Exercice 9.5.1. La vitesse de déplacement des ions entre deux €électrodes immergées dans un
électrolyte vérifie I’équation différentielle

o R _F
dat  m

ot m, F, R sont des constantes. Calculer v.

Exercice 9.5.2. Résoudre les problemes de Cauchy
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1. ' — 2z = *t? avec x(0) = 0.
2. ¢ — %_Ha: = 2t? avec z(0) = —3.

3. ' — (1 +t)x = -2t — 2 avec z(0) = 2.
Exercice 9.5.3. Résoudre les équations différentielles suivantes en en donnant toutes les
solutions mazximales :

1. ' + 2 =sint,

2. 2/ =3t — £

Exercice 9.5.4. Pour a > 0 on considére la fonction Gaussienne définie sur R par ¢(x) =

2 . . . . .o~ e
e~ ", On définit sa “transformée de Fourier” comme la fonction notée p et définie sur R par

5= [ e,
R

1. Montrer @ est bien définie et continue sur R.

2. Montrer que § est C' sur R et exprimer §'(€) comme une intégrale G paramétre.

3. En intégrant par parties l’expression de p'(§), trouver un probléme de Cauchy linéaire
VETifié par p.

4. Calculer p(§).

Exercice 9.5.5. Pour x € R on pose

+o0 5
o(x) :/ e dt.

—0o0
1. Montrer que ¢ est bien définie et continue sur R.

2. Montrer que ¢ est C' sur R et exprimer ¢ (x) comme une intégrale a paramétre.

3. En intégrant par parties 'expression de ¢'(x), trouver un probléme de Cauchy linéaire
VETIfi€ par .
4. Calculer p(z).

5. Pouvez vous calculer p(x) “directement” et, ainsi, court-circuiter l’exercice ?...

Exercice 9.5.6. On considére le systéme linéaire d’équations différentielles

¥ = —br +8y —4
(9.2)
y = —dx 4Ty +3
avec les conditions initiales x(0) = 0 et y(0) = 1.
1. Trouver les vecteur propres et valeurs propres de la matrice
-5 8
A—<_47>.
2. Expliquer pourquoi résoudre revient a résoudre le systéeme
ad = 3a +10
(9.3)
vV = —-b -7

avec les conditions initiales a(0) = 2 et b(0) = —1.
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3. Trouver la solution de , puis celle de .
Exercice 9.5.7. Soit f : R — R de classe C" telle que

lim f/(t)+ f(t) = 0.

t—+o00
En résolvant ’EDO ' +x = f'(t) + f(t), montrer que limy_, 4o f(t) = 0.
Exercice 9.5.8. Résoudre le systéme différentiel linéaire

x! 2 0 4

T
y | =13 —4 12 Y
2 1 -2 5 z

Exercice 9.5.9. Résoudre le systéme différentiel suivant

Ty =z +2z0 + 23
xh =6z — 22

/
Ty = —T1 — 2T9 — T3.

Exercice 9.5.10. Résoudre les équations différentielles X' = AX dans les cas suivants :

-2 1 0
1. A= -5 0 0
0 3 -2
2 4
2= (1)
2 5 6
3 A=10 8 9
0 -1 2

Exercice 9.5.11 (EDO linéaires a coefficients non constants en dimension 2...). On considére
la matrice A(t), dépendant de la variable t € R et donnée par

- (3 %)

1. Calculer B(t) = fot A(s)ds puis eB(®)
2. Comparer B’(t)eB(t) et (eB(t))/_

3. Soit Xo = (z0,y0) € R2. Montrer qu’il existe une unique solution v : R — R? au
probléme de Cauchy

X' =At)X, X(0)= Xo.
4. A-t-on ~v(t) = eBW Xy 2 Comparer avec le cas des EDO linéaires en dimension 1.

Exercice 9.5.12 (EDO linéaires a coefficients non constants en dimension 2...). Résoudre le
systeme différentiel (ou les inconnues x ety sont 4 valeurs réelles)

¥ =tr—y
y =z +ty.

On pourra poser z = x + 1y...
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Ordre 2

Exercice 9.5.13. Résoudre les problémes de Cauchy
1. 2" —22' — 3z = cost  avec la condition initiale £(0) =1 et 2'(0) = 0.

2. 2" =32 +x =1t avec la condition initiale x(0) = 10 et 2'(0) = —10.
Exercice 9.5.14. Trouver une solution de
t*2" + 4tz + 22 = €'
sous forme d’une série enticre.

Exercice 9.5.15. La vitesse u d’un liquide a lintérieur d’un capillaire dépend de la distance
r a l'axe de ce capillaire suivant la formule

rdz—u+dfu*—kr
ar?2  dr

ot k est une constante. Calculer u(r) en fonction de r.
Exercice 9.5.16. On considére [’équation différentielle (sur ]0,+oo])
2,1 3
t*x —2x—|—Z:0. (9.4)
1. Montrer qu’en posant z(t) = ta'(t) + z(t) on obtient 'EDO du premier ordre
3
tZ/ —2z+ E =0.

2. Résoudre cette derniére équation différentielle.
3. En déduire les solutions de (9.4)).

Exercice 9.5.17. On considére ’équation différentielle (sur ]0,+oo])

22" +itr —x = %

En utilisant le changement de variable t = €%

(1) = 0.

, trouwver la solution satisfaisant x(1) = 1,

Exercice 9.5.18. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (o, 3) € R? pour que
toutes les solutions de l’équation différentielle y" + ay’ + By = 0 soient bornées.

Exercice 9.5.19. Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que f(0) =1
et, pour tout x € R, f'(x) = f(z) + fol f(t)dt.

Exercice 9.5.20. Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que

Vz € R, f'(z) + f(—x) = €.



Chapitre 10

Des outils pour les EDO non linéaires

On a vu au Chapitre [9) que pour une EDO linéaire (sous des hypothéses “raisonnables”) les
solutions maximales sont globales, que la structure de I’ensemble des solutions est connue et
que, dans un certain nombre de cas, on savait calculer les solutions.

Cependant la majorité des phénoménes biologiques, physiques, chimiques etc sont non li-
néaires et les EDO non linéaires sont bien plus difficiles... On a déja vu que les solutions ne
sont pas forcément globales (explosion en temps fini par exemple). Quant & “calculer les solu-
tions” cela est réservé A quelques familles sympathiques mais rares, cf sous-section On
voudrait donc développer des techniques qualitatives pour pouvoir décrire la solution (typi-
quement fournie par le Théoréme de Cauchy-Lipschitz) sans pour autant la calculer : est
elle globale ? si oui quel est son comportement asymptotique quand, disons, t — +oo ? etc...
On va donner ici quelques pistes sans rentrer dans trop de théorie (que le lecteur intéressé
pourra consulter dans [3] ou [4]).

10.1 Equations scalaires (taille 1)

10.1.1 Quelques cas “calculables”

On donne ici quelques équations non linéaires pour lesquelles on a des techniques de calcul
relativement efficaces. On passe parfois sous silence quelques arguments de type “Cauchy-
Lipschitz” qui justifient les calculs faits.

e Equations lacunaires 2’ = f(z)

t -dz_
f(@)
de t. Si l'intégration ET l'inversion sont explicites, alors on a une expression explicite de x(t).

Sinon, 'expression est implicite, cf Exercice

¥ =1+ 22
x(0) = 0.

On a % =1+ 22 puis dt = 113;2 et donc fOT dt = fa?((oT)):o %, soit encore T = arctan z(T)

et enfin x(T) = tanT qu’on écrit plutot x(t) = tant.

On écri = dt d’ou, par intégration, ¢ en fonction de x puis, en inversant, x en fonction

Exemple 10.1.1. Résoudre

e Equations aux variables séparées =’ = f(z)g(t)
On écrit % = g(t)dt d’ou, par intégration, “une fonction de x=une fonction de ¢’ puis, en

inversant, x en fonction de ¢, avec les mémes remarques que ci dessus.

69
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Exemple 10.1.2. Résoudre

e Equation de Bernouilli 2’ = a(t)x + b(t)z" 1, n € N

Pour trouver d’autres solutions que la fonction nulle on écrit

x/

:L,nJrl

= alt), + (1),

1

et en posant z = — on est ramené a I'équation différentielle du premier ordre :

L,
——2z =a(t b(t).
~z a(t)z + b(t)
Exemple 10.1.3. Soit 2’ = 2tx+3x2. La fonction nulle est solution ! Pour d’autres solutions

on a ,
T 1

T x
soit encore (en posant z = 1/x) 2/ = —2tz — 3, équation linéaire du premier ordre que l’on
sait résoudre...

e Equation de Ricatti 2’ = a(t) + b(t)z + c(t)x?

Si on a la chance d’avoir une solution particuliére 1 alors on cherche les autres sous la forme
x =x1 + h avec h a déterminer. On voit alors que h doit vérifier I’équation de Bernouilli

B = (b(t) + 2¢(t)z1(t))h + c(t)h?

qu’on sait résoudre (cf ci dessus).

10.1.2 Equations scalaires autonomes : études qualitatives

On prend ici f : R — R de classe C! sur R et on s’intéresse & 'EDO 2’ = f(x) et au probléme
de Cauchy associé, disons

z' = f(x)

x(0) = x9 donné.

Le Théoréme [8:2.5] de Cauchy-Lipschitz donne une unique solution maximale z, définie sur
un intervalle ouvert |Thnin, Tnaz| avec

—00 < Tipin < 0 < Thpge < +00.

On aimerait savoir, par exemple, si T},q, est fini ou pas. Ensuite, si T4, = +00, on cherche
typiquement & comprendre le comportement de x(t) lorsque t — +o0.

Définition 10.1.4 (Equilibre). Les équilibres de l’équation différentielle ' = f(x) sont les
zéros de f, cad les solutions x* de f(x*) = 0.

Par le Théoréme de Cauchy-Lipschitz, si une solution de 'EDO 2z’ = f(x) vaut z*
(un équilibre) a un temps alors elle vaut z* a tous les temps! Dit autrement, la solution du
probléme de Cauchy avec une donnée initiale qui n’est pas un équilibre ne peut jamais toucher
un équilibre : les équilibres sont des frontiéres infranchissables!

D’autre part, lorsque Tj,q: = +00, les équilibres sont des candidats “naturels” pour décrire
le comportement de z(t) quand t — +o0 : si z(t) a une limite finie quand ¢t — +o0 alors cette
limite doit étre un équilibre.
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Exemple 10.1.5. Montrer, sans calculer la solution, que la solution du probléeme de Cauchy
logistique ' = x(1 — z), (0) = zo > 0 est globale et déterminer le comportement de x(t)
lorsque t — +o00. Et quid si xg < 0 7...

Lorsqu’on dispose d’un équilibre z* on peut se demander ce qu’il se passe lorsqu’on prend
une donnée initiale proche de x*. Par exemple, I’Exemple nous dit que pour ’équation
logistique, 1’équilibre 0 est instable : si 2o = 0 alors « = 0 et si on perturbe un peu la donnée
initiale alors la solution “fuit” 1’équilibre 0; en revanche I’équilibre 1 est stable : si xzp = 1
alors z = 1 et si on perturbe un peu la donnée initiale alors la solution “reste proche” de
I'équilibre 1 et “revient méme” vers I’équilibre 1 (on parle de stabilité asymptotique).

Définition 10.1.6 (Equilibre stable ou instable). On dit qu’un équilibre x* est stable si, pour
tout € > 0, il existe o > 0 tel que : pour toute donnée initiale xg telle que |zg — x*| < «, la
solution x du probléeme de Cauchy ' = f(x), x(0) = xo est définie pour tous les temps t > 0
et vérifie

lz(t) — 2% <e, Vt>0.

On dit qu’un équilibre x* est instable s’il n’est pas stable.

Définition 10.1.7 (Equilibre asympotiquement stable). On dit qu’un équilibre x* est
asymptotiquement stable s’il existe € > 0 tel que : pour toute donnée initiale xq telle que
|zo — a*| < &, la solution x du probleme de Cauchy ¥’ = f(x), x(0) = zo est définie pour tous
les temps t > 0 et vérifie

lim z(t) = 2*.
t—+00

Evidemment la stabilité asymptotique implique la stabilité.

Exemple 10.1.8. Pour I’EDO linéaire ' = ax (ot a € R), Uéquilibre x* = 0 est instable
quand a > 0, stable (mais pas asymptotiquement stable) quand a = 0, asymptotiquement stable
quand a < 0.

Théoréme 10.1.9 (Stabilité, instabilité). Soit * un équilibre.
e Si f'(z*) > 0 alors I’équilibre x* est instable.
o Si f'(x*) < 0 alors 'équilibre x* est asymptotiquement stable.

10.2 Systémes différentiels autonomes de taille 2

On prend ici f : R? — R? de classe C! sur R?, et on s’intéresse & 'EDO X’ = f(X) qu’on
peut mettre sous forme de systéme

Y = fa(x,y),

{$'=f1($7y)

et au probléme de Cauchy associé avec donnée initiale z(0) = x9 donné, y(0) = yp donné.
On voudrait faire une étude qualitativem de la solution (x,y) donnée par le Théoréme
de Cauchy-Lipschitz, dans 'esprit de la sous-section Par exemple, si la solution est
globale, que se passe t il en temps grand pour la solution (x(t),y(t))? Convergence vers un
équilibre (z*,y*)? Oscillations ? Autre chose 7... Notons qu’on définit un équilibre comme un
couple (z*,y*) tel que

0
fo(z®,y) = 0.

1. L’idée n’est pas de faire une théorie parfaite (cf [3] ou [4]) mais de traiter quelques exemples significatifs.

{fl(l‘*,y*) =
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FIGURE 10.1 — Les valeurs propres sont réelles. A gauche : Ay > 0 et Ay > 0 (NOEUD
INSTABLE). Au centre : A\; > 0 et A2 < 0 (POINT SELLE). A droite : A\; < 0 et A2 <0
(NOEUD STABLE).

Notion de trajectoire. Prenons z(t) = cost et y(t) = sint. Je peux, dans un repére, mettre
t en abscisse et tracer les deux courbes représentatives des fonctions x, ¥y, avec en ordonnée
x(t) (ou y(t)). Je suis donc dans le plan (¢,z) (ou (¢,y)) et j’ai deux sinusoides qui “oscillent”
autour de 0. Une autre facon de voir est de tracer la trajectoire associée cad I'’ensemble des
points (z(t),y(t)) = (cost,sint) quand le temps ¢ décrit R. Je suis donc dans le plan (z,y) et
j’ai le cercle de centre l'origine et de rayon 1.

Notez que, quand je trace la courbe représentative d’une fonction, pour chaque abscisse on a
(au maximum) un point. En revanche, quand je trace une trajectoire, pour chaque abscisse on
peut avoir plusieurs points. C’est le cas si au cours du temps, (z,y) repasse par le méme point,
ce qui arrive toujours quand x et y sont périodiques avec méme période (cf ex. ci dessus).

Quel est l'intérét pour nous ? Eh bien, ne sachant en général pas calculer les solutions z(t) et
y(t) d’un systéme différentiel non linéaire on a peu de chances de tracer leurs courbes... Mais
on dispose d’outils adaptés pour dire des choses sur les trajectoiresﬂ et donc sur z(t) et y(t).
On va expliquer cela sur quelques exemples non linéaires en sous-section mais avant
cela, petit retour sur les systémes linéaires.

10.2.1 Stabilité linéaire

Considérons ici X' = AX un systéme linéaire de taille 2 avec A € M3(R), et admettons pour
simplifier que
A admet 2 valeurs propres distinctes A1 # 0 et Ay #£ 0.

Alors A est inversible donc le seul équilibre est (0,0) et, quitte a aller faire un tour dans C, .4
est diagonalisable. Au vu du Corollaire les valeurs propres A1 et Ay disent directement
si I'équilibre (0, 0) est asympotiquement stable (auquel cas toute trajectoire passant suffisam-
ment proche de (0,0) convergera vers (0,0) en temps grand), stable, ou instable, cf Figures

[[0.1 et 0.2

10.2.2 Le cas non linéaire par des exemples

/
Tr = fl (33', y)
!/
Yy = f2 (l‘, y)7
2. Notons que la trajectoire associée & une solution maximale est appelée courbe intégrale et quune courbe
intégrale passant par un point Xo = (xo;yo) est appelée orbite de Xo.

Face & un systéme non linéaire
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FIGURE 10.2 — Les valeurs propres sont complexes conjuguées, disons o + if8 (8 # 0). A
gauche : @ = 0 (éq. STABLE mais PAS ASYMPTOTIQUEMENT STABLE, on parle de
CENTRE). Au centre : @« > 0 (FOYER INSTABLE). A droite : « < 0 (FOYER STABLE).

on peut utiliser la méthode du plan de phase : on se place dans le plan (z,y), on trace les
isoclines zéro, la direction des courbes intégrales, détermine les équilibres et on étudie leur
stabilité. Notons que la stabilité non linéaire est une notion subtile, cf |3 Chapitre 8|, mais
on retient les cas favorables suivants.

Théoréme 10.2.1 (Stabilité non linéaire, cas favorables). Soit f : R? — R? de classe C! et
(z*,y*) un équilibre, cad f(xz*,y*) = (0,0).

e Siles 2 valeurs propres de la jacobienne D f(x*,y*) sont de partie réelle strictement négatives
alors Uéquilibre (x*,y*) est asymptotiquement stable pour ’équation X' = f(X).

e Si (au moins) l'une des 2 valeurs propres de la jacobienne D f(x*,y*) est de partie réelle
strictement positive alors l’équilibre (x*,y*) est instable pour l’équation X' = f(X).

Moralement, il suffit dans les cas favorables de linéariser autour de ’équilibre et on retombe
en sous-section |10.2.1}.. Notons que 'apparition de valeurs propres & partie réelle nulle a
tendance a nous faire sortir des situations favorables (cas dégénérés)... Ainsi :

Exemple 10.2.2. Comparer les trajectoires du systéme non linéaire

7 = 2
Y = —v,

avec celles du sytéme linéarisé en (0,0), cad

=0
Y =—v.

Proie-prédateur
On reprend

r_
{ﬁl_“il_y) PROIE-PREDATEUR
v =ry(—2+z).

On trace (en rouge) l'isocline 2/ = 0, cad dans le plan (z,y) les points qui annulent z(1—y),
soit deux droites. Cette isocline partage le plan en régions ol “a grandit” et en régions o “x
diminue”.

On trace (en vert) I'isocline ' = 0, cad dans le plan (x,y) les points qui annulent ry(—1+x),
soit deux droites. Cette isocline partage le plan en régions ou “y grandit” et en régions ou “y
diminue”.
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e Premiére info : & l'intersection des deux isoclines, on trouve les équilibres du systéme.
Ici les équilibres sont (0,0) (tout le monde disparait) et (2,1) (tout le monde survit avec
saturation).

e Deuxiéme info : on peut dessiner des fleches qui indiquent la direction des courbes inté-
grales.

Avec cela, on comprend (& peu prés) que les trajectoires auront tendance a “tourner” autour
de I’équilibre (2,1). Vont elles spiraler de maniére concentrique ? spiraler de maniére excen-
trique ? rester en orbite 7 Pour répondre & ces questions, il faut étudier la stabilité non linéaire
de I’équilibre (2,1). Pour cela, on linéarise autour de 'équilibre, puis on cherche les valeurs
propres du linéarisé. Commencons par le faire autour de ’équilibre (0, 0).

Stabilité de (0,0). Si x = 0 et y ~ 0 alors le systéme devient
r_
{a:, - ,.  PROIE-PREDATEUR LINEARISE EN (0,0)
y = —2ry,

10
0 —2r
positive, donc I’équilibre est instable pour le linéarisé et pour le systéme non linéaire.
Stabilité de (2,1). Siz=2—z~0et g =1—y = 0 alors le systéme devient

soit un systéme linéaire, de matrice A = . Une des valeurs propres est strictement

S o
{x, Y PROIE-PREDATEUR LINEARISE EN (2, 1)
y =ri,

. oL . 0 -2 .
soit un systéme linéaire, de matrice A = (r 0 ) . Les valeurs propres sont complexes conju-

guées +iv/2r. Donc pour le linéarisé I’équilibre (2, 1) est un centre. On ne peut rien en déduire
pour le systéme non linéaire car notre Théoréme [10.2.1] n’est pas assez fort...

Cette analyse par plan de phase (cf Figure m partie gauche) suggére que les courbes
intégrales vont en temps grand tourner autour du point (2, 1) sans converger vers lui, cad que
les solutions du systéme proie-prédateur vont osciller autour de 2 pour les proies et de 1 pour
les prédateurs en opposition de phases (cf Figure partie droite) : x (=proie) croit, faisant
augmenter y (=prédateur); donc par prédation z diminue puis, par manque de nourriture
y décroit ; donc par manque de prédateur, x croit etc...etc... On renvoie a I’Exercice
pour une preuve rigoureuse de ceci.

Compétition
On reprend

/ — 1 _ _

w= el mE o) COMPETITION
y' =ry(l —y— Bx).

Les équilibres sont (0,0) (cad tout le monde perd), (0,1) (cad y gagne), (1,0) (cad = gagne)

et (11__0?‘5, 11_756) qu'on ne garde que s’il est positif en dynamique des populations (cad co-

existence). A I'aide d’une analyse par plan de phase (cf Exercice [10.4.9)), on peut arriver aux

résultats suivants concernant le comportement de (z(t), y(¢)) quand ¢t — +00 :

esi0 < a<let0< f < 1alorslacompétition est faible et on a coexistence, cad z(t) — 11:0?5’
1—
y(t) — 1_(55'

esi0<a<letsif>1alors x est un meilleur compétiteur et il 'emporte (et y disparait),
cad z(t) — 1, y(t) — 0.
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FIGURE 10.3 — Proie-prédateur. A gauche : le plan de phase, en bleu l'orbite de (zo,yo) =
(1,2). A droite : z(t) (les proies, en bleu) en fonction du temps et y(¢) (les prédateurs, en
orange) en fonction du temps, avec condition initiale (zo,y0) = (1, 2).

esia>1letsi0<f <1 alorsy est un meilleur compétiteur et il 'emporte (et = disparait),
cad z(t) — 0, y(t) — 1.
esia>1etsif>1alors on a deux bons compétiteurs et le résultat dépend des conditions
initiales (cas beaucoup plus difficile a étudier)...

On remarque que le r n’intervient pas pour séparer les cas. En fait, il intervient dans la
“dynamique” du systéme, en jouant sur la vitesse de convergence vers 1’équilibre.

Le pendule

Souvenons qu’une EDO de taille 1 (cad scalaire) et d’ordre 2 se raméne & une EDO de taille
2 (cad un systéme de taille 2) et d’ordre 1. Aussi le probléme de Cauchy non linéaire pour le
pendule

0" = —sinf
6(0) donné
6'(0) donné

trouve sa place dans cette section : en posant = 6 (la position angulaire), y = 6’ (la vitesse
angulaire), le probléme se réécrit

(10.1)

La non lindarité (z,y) — (y,—sinz) étant globalement lipschitzienne sur R?, le Théoréme
de Cauchy-Lipschitz global nous assure 1'existence et unicité d’une solution (x,y) maxi-
male qui de plus est globale, cad t — (z(t),y(t)) est définie sur R tout entier. Ce qui nous
intéresse maintenant c’est de déterminer le comportement asymptotique quand ¢t — +o0o. Sur
la Figure on comprend que certaines trajectoires sont périodiques (oscillations du pen-
dule autour de la position verticale), alors que d’autres non (par exemple, si la vitesse initiale
est grande, le pendule “enchaine les tours jusqu’a l'infini”). On renvoie a I’Exercice
pour plus de détails.
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FIGURE 10.4 — Le probléme de Cauchy ({10.1]), en bleu la trajectoire pour la condition initiale
z(0) = 2.8, y(0) = 0.

10.3 Fonction de Lyapounov

On prend ici f : @ C R® — R” (n > 1) de classe C! sur R” et on considére le systéme
autonome

X' = f(X). (10.2)
On suppose que 0 est un équilibre et on s’intéresse a sa stabilité.
Définition 10.3.1 (Fonction de Lyapounov). Soit U un voisinage de 0 et L : U C R" —
R une fonction de classe C'. On dit que L est une fonction de Lyapounov pour (10.2]) en
Uéquilibre 0 si

(1) L(0) =0 et, pour tout X € U\ {0}, L(X) > 0.

(17) pour tout Xo € U\{0}, t — L(X(t)) est décroissante (ici X désigne la solution mazimale
de (10.2)) avec donnée initiale Xy ).

Si dans (ii) on a une décroissance stricte on parle de fonction de Lyapounov stricte.

Intuitivement, si L est une fonction de Lyapounov (stricte) les trajectoires vont avoir ten-
dance a ne pas s’éloigner (se rapprocher) du minimum de L c’est a dire 0.

Notons que
d
LX) = (VLX(2)), X'(8)) = (VLX(2)), f(X(1))).
Exemple 10.3.2 (Systéme gradient). On parle de systéme gradient lorsque f “dérive d’un
V7 c’est a dire
X' =-VV(X).

Dans ce cas V' est un bon candidat a “étre une fonction de Lyapounov” car

SVX(0) =~ IVV (X(0) > <0.

Théoréme 10.3.3 (Stabilité via Lyapounov). Si on dispose d’une fonction de Lyapounov
pour (10.2)) en I’équilibre O alors O est un équilibre stable. Si de plus la fonction de Lyapounov
est stricte, alors 0 est asymptotiquement stable.

Exercice 10.3.4. On considére

(s) {az’:y—m(m2+y2) (S5) {x’:y+x(:x2+y2)

Y =—z—y(=* +y?), Y =—z+y(@® +y?).
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Montrer que, pour les deuz systéemes, (0,0) est l'unique équilibre et que le linéarisé en (0,0)

est < (11 (1) ) dont les valeurs propres sont +i. Ainsi le Théoreme|10.2.1| ne permet pas de

conclure. Néanmoins, en utilisant

L:(z,y)eR2—=a?+42eR
montrer que [’équilibre est asymptotiquement stable pour (S1) mais instable pour (S2).

Si 0 est un équilibre asymptotiquement stable, on appelle bassin d’attraction ’ensemble des
données initiales Xy € € telles que X () — 0 quand ¢ — +o0.

Théoréme 10.3.5 (Globale asympotique stabilité via Lyapounov). Supposons f : R" — R™.
Supposons qu’on dispose d’une fonction de Lyapounov stricte L : R® — R pour en 0
telle que

L(X) = 40 quand || X|| — +oc.

Alors le bassin d’attraction de 0 est R™ tout entier. On dit que [’équilibre 0 est
globalement asymptotiquement stable.

Exercice 10.3.6. On considére

x’:—a:5—y

Yy =2x —y.

Montrer que V(x,y) = 222 + 32 est une fonction de Lyapounov en (0,0). Qu’en déduire ?

10.4 Exercices

Taille 1

Exercice 10.4.1 (Effet Allee en dynamique des populations). On considére le probléme de
Cauchy non linéaire
¥ =x(x—-0)(1—x)
z(0) = xo,
ot 0 < 0 < 1 est fizé et la donnée initiale xo > 0.
1. Mettre en place la technique des équations lacunaires présentée en sous-section [10.1.1].
Montrer que l'intégration est explicite mais 'inversion (plutot) implicite...

2. On utilise maintenant plutdt les méthodes qualitatives développées en sous-section
[10.1.3 : montrer que la solution du probleme de Cauchy est globale, et déterminer le
comportement en temps grand de z(t) suivant la valeur de la donnée initiale xq. Justi-
fier le fait que 6 est qualifié de seuil (dessiner les graphes de la fonction de croissance
logistique x — x(1 — x) et celle de 'exercice présent x — z(x — 0)(1 — x)).

Exercice 10.4.2. Soit f la fonction définie sur] —1,1[x]| —1,1[ par

1—x2
1—t2°

f(t,z) =
Résoudre les problémes de Cauchy

' = f(t,x) ' = f(t,x)
z(0) =0, :
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Exercice 10.4.3. Résoudre le probleme de Cauchy logistique ©’ = x(1—x), x(0) = xo €]0, 1],
en trastant 'EDO comme

1. une équation lacunaire (déja fait en cours!).
2. une équation de Bernouilli.

Exercice 10.4.4 (Compétition périodique). On considére une population (mesurée par n(t)
pour t > 0) et on suppose que la compétition intra spécifique varie avec le temps :

n' =n[l — (2 + cost)n].

On suppose que la population initiale est n(0) = 1/2. Dans le modéle logistique “standard”
(obtenu “en enlevant cost”) on a alors n(t) = 1/2 pour tous les temps. Ici la situation va étre
différente...

1. Tracer le graphe de t — 2 4 cost. “Expliquer” l’équation.

2. On pose p(t) = ﬁ Montrer qu’on a alors l’équation différentielle

p' = —p+ 2+ cost.
Quel est lavantage de cette EDO par rapport a celle vérifiée par n(t) ¢ La résoudre
(vérifier que t — 2 + S(cost +sint) est une solution particuliere).
3. En déduire n(t). Que se passe t il quand t — +00.

Exercice 10.4.5. Discuter du comportement en temps grand de la solution (est elle bien
globale d’ailleurs ?) de

z' = f(x)
0 < z(0) <1 donné,

dans le cas ot f(z) = x(x — 1)(z — 1) puis dans le cas ot f(z) = x(z — §)(z — 3)(z —1).

Exercice 10.4.6 (Compétition “puissance”’). On considére une population (mesurée par n(t)
pour t > 0) décrite par I’équation

n’ =n(l—n%),
ot > 1 est fixé. On suppose que 0 < n(0) < 1.

1. Montrer que la solution de probléme de Cauchy est globale et que 0 < n(t) < 1 pour tous
les temps t > 0.

2. Quel est le comportement de n(t) quand t — +oo.

3. Quel modele retrouve t on pour oo =1 2 et pour a — 400 ?

Taille 2

Exercice 10.4.7 (Un systéme linéaire). On se donne le probleme de Cauchy linéaire suivant

1. Le résoudre en diagonalisant la matrice A = ( (1) _01 )
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2. Le résoudre en l’écrivant comme une équation scalaire d’ordre 2.
3. L’étudier avec la méthode du plan de phase.

Exercice 10.4.8. Tracer dans R? les orbites de ’équation différentielle définie par les champs
de vecteurs linéaires f : R? — R? donnés par f(X) = AX dans les cas

3 0 (11
A:(5_4> puis A—<11>.

Exercice 10.4.9 (Compétition). On reprend le systéme de compétition

=z(1—2—ay)
y' =ry(l —y — px),
ouwa>0,3>0,r>0.

1. “Expliquer” formellement le comportement du systéme en temps grand pour « trés petit.

2. On suppose ici 0 < a < 1, 0 < 8 < 1. Faire une analyse par plan de phase. Que suggére
telle?

3. On suppose ici 0 < a < 1, B > 1. Faire une analyse par plan de phase. Que suggére t
elle ?

Exercice 10.4.10 (Mutualisme). On reprend le systéme de mutualisme

¥ =z(1—-2x+ay)
y' =ry(l —y + Bz),

ot a>0,8>0,r>0.

1. On suppose ici afs > 1 (forte entraide). Faire une analyse par plan de phase. Que suggére
telle?

2. On suppose ici af < 1 (entraide “raisonnée”). Faire une analyse par plan de phase. Que
suggere t elle ?

Exercice 10.4.11. On considére deux populations mesurées par x(t) et y(t). Le modéle est
le systeme différentiel non linéaire

¥ =z(l—2z—ay)
y =y(=1+ pBz),

ol o et B sont deux constantes strictement positives.
1. En quelques phrases, expliquer les phénomeénes mis en jeu dans ce systéme.

2. Dans cette question, on suppose « trés petit (cad o — 0). Formellement, quel est le
devenir de la population x(t) ? Suivant la valeur de [3, discuter ensuite le devenir de
y(t).

3. Dans cette question, on suppose 0 < a < 1 et f > 1. Tracer les isoclines zéro et la
direction des trajectoires. Quels sont les équilibres ? Ftudier la stabilité des deux équilibres
“faciles”. Pour l’équilibre plus “subtil” on admet que :

e pour (3 proche de 1, on a (aprés linéarisation) deux valeurs propres réelles strictement
négatives. Que suggeére l'analyse sur le devenir des deuz populations x(t) et y(t) ¢

e pour B grand, on a (aprés linéarisation) deux valeurs propres complezes conjuguées de
partie réelle négative. Que suggeére lanalyse sur le devenir des deux populations x(t) et
y(t) ? Quelle différence avec le cas précédent ?
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FIGURE 10.5 — Proie-prédateur : le plan de phase, en bleu 'orbite de (zg,y0) = (1,2).

Exercice 10.4.12 (Proie-prédateur). On considére ici le systéme proie prédateur regardé en
cours, G Savoir
r_
=zl —y)
y =ry(—2+u),
avec v > 0, dont on fait un probléme de Cauchy en adjoignant une condition initiale (o, yo)
avec xg > 0, yo > 0. Il s’agit ici de faire une preuve rigoureuse des comportements que semble
ndiquer la Figure (sur laquelle on va évidemment s’appuyer).
1. Qui sont les équilibres ?
2. Montrer que les axes sont invariants et, plus précisément, calculer les solutions lorsque
xg = 0, puis lorsque yg = 0.

3. Montrer que le quart de plan ouvert Q = {(x,y),z > 0 ety > 0} est également in-
variant, cad que si xg > 0 et yo > 0 alors x(t) > 0 et y(t) > 0 pour tous les t > 0
d’existence de la solution mazximale.

4. Soit H 3]0, +0o[>*— R définie par
H(z,y)=rz+y—2rlnz —Iny.

Montrer que H est une intégrale premiére pour le systéme proie prédateur, cad que si
(z,y) est une solution maximale (avec xg > 0 et yo > 0) sur un intervalle I alors la
fonction H : I — R définie par

est constante sur I. En déduire que les solutions mazximales sont bornées et donc globales.

5. On va maintenant “suivre” une courbe intégrale. Sur la Figure[10.5 on définit les quatre
ouverts {(z,y) € R2,0 < z < 2et0 < y < 1} noté SO comme sud ouest, {(x,y) €
R%2 x> 2 et 0 <y <1} noté SE, puis, de méme NE et NO. Suivons la courbe intégrale
a partir d’un (zo,yp) € SO. Montrer qu’aprés un temps fini, cette courbe passe dans
SE. Montrer ensuite qu’apreés un autre temps fini elle passe dans NE. On admet ensuite
qu’elle passe dans NO, puis revient dans SO, puis ¢a recommence...

6. On va maintenant montrer que la courbe intégrale suivie ci dessus repasse par les mémes
endroits a chaque tour... Précisément, partons de (xo,1) avec 0 < z¢ < 2 cad un point
de la frontiere NO-SO. Par la question précédente, il existe un temps T > 0 de retour
a la frontiere, cad z(T) € (0,2) et y(T') = 1. A laide de la question 4, montrer que
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FIiGURE 10.6 — Plan de phase pour le pendule. En bleu la trajectoire pour la condition initiale
x(0) = 2.8, y(0) = 0.

forcément x(T) = xg. A laide du Théoreme de Cauchy-Lipschitz, en déduire que la
solution est périodique de période T (qui dépend de r et de la condition initiale et qu’on
ne cherchera pas a calculer).

7. Pour conclure, montrons que “x(t) oscille bien autour de 2”7 et que “y(t) oscille bien
autour de 1”7. On définit les valeurs moyennes de x et de y sur une période par

1 [T 1 (T
= — t)dt = — t)dt.
<z> T/o z(t)dt, <y> T/o y(t)

' (t)

En utilisant que ml(t) =1—y(t), montrer que <y >=1. Que vaut < x > ?

Exercice 10.4.13 (Le pendule). On se donne —m < 6y < 7 (un angle initial) et wy € R
(une vitesse angulaire intiale) et on considére la solution globale (pourquoi?) du probléme de
Cauchy non linéaire

[0“ = —sinf
6(0) =6y (10.3)
0'(0) = wo
qu’on peut réécrire (comment ?)

=y

Yy = —sinzx

x(0) = 6

y(0) = wo.

\

On voudrait prouver les comportements suggérés par le plan de phase de la Figure[10.6
1. Montrer que, pour toutt € R,

1
5(9'(t))2 —cosf(t) = C,
ou, C' = %w02 — cos by est une constante plus grande que —1.

2. ler cas : C = —1. Que se passe t il ?

3. 2eme cas : —1 < C < 1. Montrer que cos@(t) > —1 pour tout t € R. En déduire
que —m < 6(t) < m pour tout t € R. Montrer que 6 ne peut pas étre monotone (ni
ultimement monotone d’ailleurs). En s’inspirant de l’Exercice montrer que la
courbe intégrale “visite” 4 ouverts a préciser et en déduire que 0 est périodique.
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4. 8¢me cas : C = 1. Par exemple que se passe t il si Oy = w, wg = 0% Notons que,
dans d’autres situations, on peut montrer qu’il existe des solutions connectant l’équi-
libre (—m,0) quand t — —oo a U’équilibre (mw,0) quand t — +00. Sont ce des solutions
“physiques” ?

5. 4eme cas : C > 1. Montrer que 6 ne s’annule jamais et qu’il existe o > 0 tel que : soit
0'(t) > « pour tout t € R, soit '(t) < —« pour tout t € R. Que se passe t il ¢

6. Retour sur le 2éme cas : on cherche a calculer la période T'. Pour simplifier prenons
—m < 0y <0 etwyg=0. Que valent 0 (%) et 0 ( ) ? Montrer que

— \/2(C +cos0(1)), VO<t g

PUIS que
_, ~bo do . Omas do
0 /2(C +cosb) 0 V/2(cos 0 — cos Opmaz)
0l Opmaz := —0g > 0. Montrer qu’on a également
Omaz de
_ 9 /
\/ sin? 9”"”6 — sin? g
in @
puis que, en utilisant le changement de variable sin ¢ = si:;lmQM ,
2

de

—4 /
\/ 1 —sin? 9"““” sin? ¢

Que se passe t il pour T lorsque Opar — 0 2 et quand Opap — ™ 2

Exercice 10.4.14. En électricité on s’intéresse a
di .
{Ld; =v — h(i)
d o .
C% = —i,
o L >0,C>0eth:R—R estde classe C*. On définit l’énergie du systéme par

E(i,v) = %(Lz'? + ).

1. Déterminer ’équilibre et discuter sa stabilité en fonction de h'(0) (qu’on suppose non
nul).

2. Supposons que h vérifie xh(x) > 0 pour tout x # 0. Montrer que ’équilibre est globale-
ment asymptotiquement stable.

Exercice 10.4.15. On considére

r = —2Y
2

/Ty

y - 1+y2'

1. Déterminer les équilibres. L’étude de la “stabilité linéaire” suffit elle ¢

2. A laide de E(x,y) = x® +y* + %y‘l, montrer que toutes les solutions maximales du
probleme de Cauchy sont globales, et que (0,0) est globalement asymptotiquement stable.
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Annexe A

Rappels, compléments, choses utiles

A.1 Topologie
On travaille dans X un espace métrique, A est une partie de X.

Définition A.1.1 (Précompacité). On dit que A est précompacte si, pour tout € > 0, on peut
recouvrir A par un nombre fini de boules de rayon €.

Théoréme A.1.2. A est compacte si et seulement si elle est précompacte et compléte.

Définition A.1.3 (Relative compacité). On dit que A est relativement compacte si elle vérifie
l'une des propriétés équivalentes suivantes :

(1) A est contenue dans une partie compacte de X .
(13) Uadhérence de A est compacte.

(7i1) toute suite de A admet une sous suite qui converge dans X.

A.2 Théoréme du point fixe de Banach-Picard
Théoréme A.2.1 (Banach-Picard). Soit E' un métrique complet. Soit
f:E—FE
contractante sur E, c’est a dire
30 <k < 1,¥(z,y) € E% d(f(x), f(y) < kd(z.,y).
Alors f admet un unique point fixe, c’est a dire

lz* € B, f(x*) =",

A.3 Analyse fonctionnelle

Théoréme A.3.1 (Ascoli). Soit K un compact d’un espace métrique X et'Y un espace mé-
trique. Une partie A C C(K,Y) est relativement compacte pour la topologie de la convergence
uniforme si, et seulement si, les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(1) A est équicontinue en tout x € K, c’est a dire
Ve >0,3a > 0,Vf € A,Vy € K,dx(x,y) < a = dy(f(z), f(y)) <e.
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(73) pour tout x € K, A(z) :={f(z), f € A} est relativement compacte.

Notons que si Y est un espace vectoriel de dimension finie alors dans (ii) “relativement
compacte” peut étre remplacé par “bornée”.

Définition A.3.2 (Opérateur compact). Soit E et F' deux espaces de Banach et T € L(E, F).
On dit que T' est un opérateur compact si T(Bg(0,1)), l’image de la boule unité fermée de E,
est relativement compacte dans F.

On note K(E,F) 'ensemble des opérateurs compacts de E dans F. On pose K(E) =
K(E,E).

Exemple A.3.3 (Opérateur intégral). Soit E = C([0,1],R) muni de la norme infinie. On se
donne K € C(]0,1] x [0,1],R). On considére T : E — E défini par

Tf(z) = /0 FOK(E, )da.

Montrer que T est un opérateur compact.

Théoréme A.3.4 (Alternative de Fredholm). Soit E un espace de Banach et soit T un
opérateur compacte de E. Alors

(i) Ker (Id—T) est de dimension finie.

(ii) Im (Id—T) = (Ker (Id —T*))".

(131) Id — T est surjectif si, et seulement si, il est injectif.
)

(iv) dim Ker (Id —T) = dim Ker (Id —T%).
Ce résultat fort s’inscrit dans la théorie de Riesz-Fredholm, cf [5] pour plus de détails. I
concerne la résolution de 1’équation
u—Tu=f

ou f est un “second membre” donné et u 'inconnue, et indique que
e soit, pour tout f € FE, il existe une unique solution u € F.
e soit u — T'u = 0 a n solutions linéairement indépendantes et I’équation uw — Tu = f a une
solution si et seulement si f vérifie n conditions d’orthogonalité.

Remarque A.3.5. En dimension finie on sait que injectif est équivalent a surjectif (et donc
a bijectif ). En dimension infinie, cela est fauz : il suffit de considérer, par exemple, le “shift
a droite” (injectif mais pas surjectif) et le “shift a gauche” (surjectif mais par injectif) dans
(2(N). La conclusion (iii) exprime donc une propriété remarquable des opérateurs de la forme
Id—T avec T € K(E).
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